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Kurzfassung:
Gegenstand dieser Arbeit ist die Bereitstellung eines geeigneten Simulationswerkzeuges für die
numerische Untersuchung der beim Rollkontakt zwischen Rad und Schiene auftretenden Phäno-
mene. Hierbei liegt das Hauptaugenmerk auf der kontinuumsmechanischen Formulierung des me-
chanischen Feldproblems kontaktierender Körper sowie dessen numerischer Lösung mittels der
Finite-Element-Methode.
Zur Reduzierung des bei der Simulation von Rollkontakt aus der notwendigen sehr feinen Diskre-
tisierung der Kontaktgebiete resultierenden numerischen Aufwandes wird eine relativkinematische
Beschreibung herangezogen. Diese gemischte LAGRANGE-EULER-Betrachtungsweise beruht auf
der Zerlegung der Bewegung in einen Starrkörperanteil und eine dazu relative Deformation. Die
Herleitung der Bewegungsgleichung für das Kontaktproblem erfordert die relativkinematische For-
mulierung der kontinuumsmechanischen Grundgleichungen, d. h. der Bilanzgleichungen sowie der
konstitutiven Beziehungen. Eine geeignete Kontaktmechanik einschließlich der Berücksichtigung
des Kontakts rauer Oberflächen und veränderlicher Kontaktrandbedingungen ist ebenfalls notwen-
dig. Die physikalische Einbindung der Körper in die Umgebung erfolgt über NEUMANNsche und
DIRICHLETsche Randbedingungen.
Auf dieser Basis können die Bewegungsgleichungen der Elastomechanik hergeleitet werden, wel-
che sich jedoch einer analytischen Lösung verschließen. Somit werden sie in ihrer schwachen Form
im integralen Mittel formuliert, was der Anwendung des Prinzips der virtuellen Verschiebungen
als Ausgangspunkt für die numerische Lösung entspricht. Die rechentechnische Umsetzung er-
fordert die inkrementelle und diskrete Formulierung der Bewegungsgleichungen unter besonderer
Beachtung der Trägheits- und Kontaktterme, wobei auf die Unterscheidung zwischen Haften und
Gleiten beim Tangentialkontakt besonderes Augenmerk gelegt wird. Die numerische Lösung des
Finite-Element-Gleichungssystems liefert den aktuellen Beanspruchungszustand zweier Körper im
Rollkontakt. Die Funktionsfähigkeit der entwickelten Algorithmen wird abschließend anhand aus-
sagekräftiger Beispielrechnungen zum statischen Kontakt und zum stationären Rollkontakt de-
monstriert, deren Ergebnisse gute Übereinstimmung mit analytischen Vergleichslösungen, soweit
verfügbar, aufweisen.
vii

Abstract:
Scope of this work is the preparation of a suitable simulation tool for the numerical investigation
of rolling contact phenomena. The main focus lies on the continuum–mechanical formulation of
the mechanical field problem of contacting bodies and its numerical solution within the framework
of the Finite Element Method.
For reducing the numerical effort in rolling contact simulation, induced by the necessity of a very
fine discretization within the expected contact area, a relative–kinematical description is utilized.
This arbitrary LAGRANGian–EULERian approach is based upon the decomposition of the total
motion into a rigid body motion and a superimposed deformation. The derivation of the equation
of motion for the contact problem requires the relative–kinematical formulation of the continuum–
mechanical fundamental equations, i. e. the balance equations and the constitutive relations. A sui-
table contact model including the contact of rough surfaces and varying contact boundary conditi-
ons is also necessary. The physical embedding into the environment is accomplished by NEUMANN
and DIRICHLET boundary conditions.
Based upon that foundation the elastomechanics’ equations of motion are derived, which however
can not be solved analytically in general. Hence, the equations of motion are transferred into their
weak form by the application of the principle of virtual displacements serving for the numerical
solution. The implementation of the problem demands for an incremental and discrete formulation
of the equations, especially regarding the terms of inertia and the contact terms. Thereby, special
attention has to be paid to the distinction between sticking and sliding within the framework of
the tangential contact analysis. The numerical solution of the finite elements’ system of equations
provides the state of stress, displacement and contact of two bodies in rolling contact. The reliabi-
lity of the developed algorithms is finally verified by means of meaningful numerical examples for
both static contact and for stationary rolling contact, whereby the numerical results coincide well
with available analytical reference solutions.
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11 Einleitung und Zielsetzung
1.1 Vorbemerkungen und Motivation
Die Erfindung des Rades zählt zu den wegweisenden Erfindungen der Menschheit. Darstellun-
gen von Rädern sind erstmalig etwa 2600 v. Chr. auf mesopotamischen Flachreliefs nachweisbar.
Zunächst wurden unter schwere Lasten Walzen zur Verringerung des Bewegungswiderstandes un-
tergelegt, die allerdings nach Durchrollen der Lastaufstandsfläche wieder vor das Transportgut
gebracht werden mussten. Somit ist die Erfindung des Rades eigentlich erst mit der Einfügung
einer Radachse und der damit verbundenen Aufständerung des Fahrzeuges (über die zum Rad ge-
wordenen Rollen) vollzogen worden. Die frühen Fahrzeuge wurden ausschließlich durch äußere
Kräfte angetrieben. Die für die Bewegung des Fahrzeuges erforderlichen Kräfte stellten dabei im
Wesentlichen Menschen oder Zugtiere sicher. Zur Spurführung dienten dabei lange Hebel oder
Deichseln, welche die Spurführungskräfte auf ein handhabbares Maß übersetzten.
Zur gezielten Verbesserung der Beschaffenheit des Untergrundes wurden spezielle Fahrwege er-
richtet, so dass die im 18. Jahrhundert gebräuchlichen gleisgebundenen Pferdebahnen im Bergbau
als Vorläufer des heutigen Rad-Schiene-Systems angesehen werden können. Erst die Erfindung
der Dampfmaschine bot die Voraussetzung, maschinengetriebene Fahrzeuge zuverlässig bauen
und anwenden zu können und damit eine bis dahin unerreichbare Leistungsfähigkeit gegenüber
Fahrzeugen mit Zugtieren erreichen zu können. In gleichem Zuge gewann auch das Rad-Schiene-
System seine Bedeutung, da zur wirksamen Kraftübertragung des angetriebenen Rades auf den
Untergrund und zur sicheren Spurführung ein fester Fahrweg zwingend erforderlich war. Darin ist
die Ursache zu sehen, dass die Entwicklung der Eisenbahn und des Zugverkehrs deutlich eher als
die von frei beweglichen Fahrzeugen, wie beispielsweise des Autos, erfolgte. Durch die Kombina-
tion von Fahrzeugleistungsfähigkeit und sicherer Fahrzeugführung entwickelte sich die Eisenbahn
gleichermaßen für Personen und Güter sehr schnell zu einem Massentransportmittel.
Infolge des Zusammenwachsens der europäischen Staaten und Regionen wird der Transport von
Handelsgütern und Reisenden anwachsen, es wird für dieses Jahrzehnt prognostiziert, dass sich
das Verkehrsaufkommen verdoppelt. Dem steht aber nur eine begrenzte Wachstumsfähigkeit der
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mit der Eisenbahn konkurrierenden Verkehrssysteme, vor allem des Fernstraßenverkehrs, gegen-
über [PROGNOS 2002]. Das erfordert die Einführung von geeigneten Steuerungsmaßnahmen wie
beispielsweise der LKW-Maut, um den Verkehr gezielt auf die Schiene zu führen, die Steigerung
der umfassenden Konkurrenzfähigkeit im zukunftsorientierten Wettbewerb der Verkehrssysteme
sowie die Verbesserung der sicherheitsrelevanten und der umweltorientierten Parameter des Eisen-
bahnverkehrs [BÖHMER 2004]. Entscheidend für die Gewährleistung der Wettbewerbsfähigkeit
des Eisenbahnverkehrs ist die Minimierung der auf die Transporteinheit bezogenen Ausgaben, die
u.a. maßgeblich von der Dauerhaftigkeit der Systeme geprägt werden, wozu auch der Verschleiß
an den Komponenten Rad und Schiene gehört.
Das in Abbildung 1.1 in der gegenwärtig angewendeten Fassung dargestellte System Rad-Schiene
ist seit über 150 Jahren das „Herzstück“ der klassischen Eisenbahnsysteme. Die Beanspruchungen,
die in der Kontaktfläche von Rad und Schiene auftreten, gehören zu den höchsten Beanspruchun-
gen, die in technischen Systemen auftreten [BÖHMER et al. 2003]. Es handelt sich dabei um ver-
schiedenste, sich gegenseitig überlagernde Belastungen: „Jede Kurve, durch die der Zug fährt, jede
Unebenheit der Schiene, jede Fahrt über Weichen verändert das Beanspruchungsniveau. Bisher ist
diese Komplexität zu wenig berücksichtigt worden.“1
Daraus erwächst das Bestreben, die Materialien und die ausgeformten Geometrien von Rad und
Schiene entsprechend der sich einstellenden Beanspruchungen zu dimensionieren und die tatsäch-
lich auftretenden Schädigungsmechanismen zu erfassen und wirklichkeitsnah zu beschreiben, um
durch gezielte Modifikationen der Geometrieausformungen und der Materialeinsätze die Auswir-
kungen von Verschleiß und Schädigung deutlich minimieren zu können. Dazu ist es u. a. not-
wendig, genaue Kenntnis über das Verhalten in der Kontaktzone zwischen Rad und Schiene zu
besitzen. Weitere, in dieser Arbeit nicht näher untersuchte Einflussparameter sind beispielsweise
die Ausbildung des Fahrweges (Gleis) einschließlich seines Unterbaus sowie die Konstruktion der
Fahrzeuge selbst.
Es sind folgende Entwicklungen im Eisenbahnwesen zu erkennen:
• Steigerung des Verkehrsaufkommens,
• erhebliche Erhöhung der tatsächlich gefahrenen Achslasten,
• Anwachsen des Schnellverkehrs,
• Einsatz von Hochleistungsantrieben,
• Zunahme der Antriebs- und Bremsbeschleunigungen.
Dies führt u. a. dazu, dass in der nur etwa 2 cm2 großen Kontaktfläche2 zwischen Rad und Schiene
steigende Radlasten und höhere Traktionskräfte zu übertragen sind, höhere Antriebs- und Brems-
schlüpfe auftreten und die dynamischen Effekte zunehmen. Daraus folgt, dass Rad und Schiene
immer höheren Beanspruchungen ausgesetzt sind. Unter hoher zyklischer Beanspruchung vergrö-
ßert sich zudem die Gefahr, dass Ermüdungserscheinungen, Verschleiß und Beschädigungen auf-
grund thermischer Belastungen in den Laufflächen zum teilweisen oder vollständigen Versagen
der Schiene führen können (vgl. Abbildung 1.2). Diese sich zunehmend einstellenden höheren Be-
lastungen erfordern eine wirklichkeitsnähere Untersuchung, insbesondere der Beanspruchungen
in der Kontaktfläche zwischen Rad und Schiene, um die ausreichende Betriebssicherheit auch in
1Gerhard Fischer, Fraunhofer-Institut für Betriebsfestigkeit und Systemzuverlässigkeit LBF, in: „Hiperwheel - das
Rad rollt und rollt“ [WEINER 2005].
2Die Begriffe Kontaktfläche und Kontaktzone werden in dieser Arbeit als synonyme Begriffe verwendet.
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Abbildung 1.2: Schädigung einer Stahlschiene nach [HIENSCH et al. 2003]
Zukunft garantieren zu können und somit auch die Wettbewerbsfähigkeit der Eisenbahn zu ge-
währleisten.
In den letzten Jahren traten aufgrund des Einsatzes höherfester Stähle verschleißbeding-
te Schädigungen in den Hintergrund, hingegen bekamen Rollkontaktermüdungsschäden an
der Schiene, wie zum Beispiel Head Checks3 und Squats4, eine immer größere Bedeutung
[EHRLICH & MUDERS 2002].
Die durch Überbeanspruchung von Rad und Schiene entstehenden Schäden, die durch Wartung
als kontinuierliche Überarbeitungen5 oder gar durch Instandhaltungsmaßnahmen mit Komplett-
auswechslungen der Komponenten6 minimiert werden können, sowie die daraus resultierenden
Folgeschäden7 nehmen eine volkswirtschaftlich relevante Dimension an.
Innerhalb der Europäischen Union belaufen sich allein die zur Beseitigung von Rollkontaktermü-
dungsschäden am Gleis erforderlichen Mittel pro Jahr auf rund 300 Millionen¤, wobei darin noch
keine Kosten für die Beseitigung von Folgeschäden (zum Beispiel bei Fahrzeugentgleisungen) ent-
halten sind [BÖHMER 2004]. Insgesamt geben die europäischen Eisenbahngesellschaften pro km
Gleis einen jährlichen Finanzbedarf von etwa 30.000 ¤ an, hälftig verteilt auf Neuinvestitionen
und Unterhalt beziehungsweise Schadensbeseitigung [POINTNER 2002]. Bisher beschränken sich
3Head Checks sind feine Oberflächenrisse an den Fahrkante der Schienen, sie verlaufen etwa unter einem Winkel
von 15◦ − 30◦ ins Werkstoffinnere, ihr Abstand beträgt meist zwischen 2 und 7mm.
4Unter Squats wird ein schuppenartiger hufeisenförmiger Materialverlust verstanden.
5Das Abdrehen der Radsätze sowie das Nachrichten und Schleifen der Schienen erfolgt in einem festen Zeitabstand
in Abhängigkeit von dem Beanspruchungsniveau.
6Dies kann beispielsweise den Wechsel von Radsätzen in festen Wartungsintervallen oder den Austausch von Schie-
nen im Gleis bedeuten.
7Bei dauerhafter Überlastung kann die Überarbeitung beziehungsweise der Neuaufbau der kompletten Gleiskörper
einschließlich des Unterbaus erforderlich sein. Möglicherweise kann die Überlastung sogar zur systematischen Schädi-
gung der befahrenen Hochbauten wie Brücken und Viadukte und auch der deutlichen Verkürzung der Lebenserwartung
der Schienenfahrzeuge führen.
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Abbildung 1.3: Unrund gewordenes Rad und Radreprofilierung8
die Eisenbahngesellschaften darauf, dem Problem im Fall des frühzeitigen Erkennens durch Schie-
nenschleifen zu begegnen.
Gleiches gilt für das Eisenbahnrad, welches nach dem Willen der Hersteller mindestens für einen
Laufweg von drei Millionen Kilometer den Beanspruchungen standhalten muss. Eisenbahnräder
werden aus Gründen der Verschleißoptimierung aus (geringfügig) weicherem Material als die
Schienen gefertigt, damit sich dem Grundsatz nach die Räder und nicht die Schienen abnutzen, da
diese einfacher und günstiger auszuwechseln sind. Eisenbahnräder können beispielsweise unrund
werden (vgl. Abbildung 1.3) oder während ihrer Lebenszeit sogar bis zu 10 cm ihres Durchmes-
sers verlieren9. Dabei sind die eigentlichen Phänomene für das Entstehen des zuerst allmählichen
und nachfolgend zunehmend schnelleren Anwachsens der Schädigung am Rad nicht planmäßig
voraussagbar.
Bisherige Untersuchungen beschränken sich nur auf Messungen an der Komponente Rad, wo-
bei auch hier bis heute kaum Langzeituntersuchungen vorliegen. Berücksichtigt man, dass bei-
spielsweise ein ICE-Rad eine durchschnittliche jährliche Laufleistung von 500.000 km aufweist
[BAHN 2005a], dabei aber alle 80.000 km umfangreiche Untersuchungen auch mittels Ultraschall-
technik zum Auffinden möglicher Risse und Reparaturmaßnahmen wie Reprofilierung der Rad-
laufflächen erforderlich sind, so werden die so entstehenden immensen Kosten für die Instandhal-
tung der Radsätze offensichtlich. Obwohl für die Schiene als auch für das Rad Möglichkeiten zur
Beseitigung entstandener Schäden existieren, werden damit aber nicht die Ursachen des Problems,
sondern lediglich die Folgen beseitigt. Damit ist eine wirksame Minimierung des kontinuierlich
vorhandenen volkswirtschaftlichen Schadens ausgeschlossen.
Eine Motivation für die vorliegende Arbeit ergibt sich daher sowohl aus technischer als auch aus
wirtschaftlicher Sicht, da es erstrebenswert ist, potentielle Schäden bereits vor der Entstehung aus-
8Abbildungen nach [SPCRR 2000] und [BAHN 2005b].
9Beispielsweise kann der Raddurchmesser eines ICE-Triebkopfes innerhalb seiner Lebensdauer von 104 cm auf
95 cm abgenutzt werden [BÜRGER 2002].
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zuschließen. Dies kann durch eine Optimierung der Querprofile von Rad und Schiene sowie durch
eine zielgerichtetere Materialauswahl der Kontaktpartner erfolgen. Dafür ist es zweckdienlich zu
wissen, welche konkreten Beanspruchungen auf die Systemkomponenten einwirken und wo diese
auftreten. Daher soll mit der vorliegenden Arbeit ein Beitrag zur verbesserten numerischen Be-
rechnung des Beanspruchungszustandes innerhalb der Kontaktzone von Rad und Schiene geleistet
und damit eine Grundlage zur Bauteiloptimierung gelegt werden.
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Es ist das Ziel dieser Arbeit, ein geeignetes Werkzeug bereitstellen zu können, mit welchem in
Kooperation mit Materialwissenschaftlern, speziell mit Tribologen, Vorstellungen zum Langzeit-
verhalten der Systemkomponenten Rad und Schiene entwickelt werden können, um eine detail-
lierte Analyse der Beanspruchungen beim Rollkontakt eines elastischen Rades auf einer elasti-
schen Schiene zu ermöglichen. Verschleißprognosen werden bislang hauptsächlich auf der Basis
generischer Modelle durchgeführt, wobei die Gesamtdynamik des Systems inklusive detaillierter
Modelle für Schiene und Fahrgestell dargestellt wird, der Kontakt aber eine stark vereinfachte
Betrachtung erfährt.
Die erste Arbeit, welche sich mit der Problematik des Rollkontakts auseinandersetzt, stammt
aus dem Jahr 1876. Sie wurde ausschließlich verbal formuliert und enthält keine Gleichungen.
REYNOLDS10 stellte darin theoretische Überlegungen zum Abrollen eines eisernen Zylinders auf
einer Ebene aus Kautschuk auf. Er beschrieb erstmals das Phänomen des Schlupfes beim Rol-
len von Wälzkörpern mit unterschiedlichen Materialeigenschaften [REYNOLDS 1876]. Kurz dar-
auf veröffentlichte HERTZ11 seinen grundlegenden Aufsatz „Über die Berührung fester elastischer
Körper“ [HERTZ 1882], der mittlerweile die Grundlage für Kontaktuntersuchungen jeglicher Art
bildet und schon als „klassisch“ bezeichnet werden kann. Er enthält die erste kontinuumsme-
chanisch begründbare Lösung des Normalkontaktproblems. Zur damaligen Zeit war seine Arbeit
bahnbrechend. Erstmals war es möglich, die beim Kontakt zweier Körper auftretenden Spannungs-
und Verformungszustände zu beschreiben. Für statische Vergleichs- und Näherungslösungen, wie
beispielsweise eines auf einer Schiene stehenden Rades oder für bewegliche Lager von Brücken
und Hochbaukonstruktionen liefern diese Formulierungen ausreichende Ergebnisse. Dennoch ist
die HERTZsche Theorie nur unter speziellen Voraussetzungen gültig (vgl. Anhang A.2), eine maß-
gebliche Restriktion ist beispielsweise die Annahme einer absoluten Reibungsfreiheit in der Kon-
taktfläche (vgl. [JOHNSON 1985]), womit gleichfalls keine Übertragung tangentialer Belastungen
möglich wird. Und so zielten sämtliche nachfolgenden Untersuchungen zur Beschreibung von
Kontakt ganz wesentlich auf die Umgehung dieser Einschränkungen ab.
Erste Beschreibungen des traktiven Rollens12 zweier elastischer Walzen mit identischen Ma-
terialeigenschaften wurden in den 20er Jahren des vorigen Jahrhunderts von CARTER13 und
10OSBORNE REYNOLDS (1842-1912); englischer Physiker. Nach ihm wurde die Kennzahl zur Beurteilung reibungs-
behafteter Strömungsvorgänge, die so genannte Reynolds-Zahl, benannt. Er studierte zunächst Mathematik in Cam-
bridge und war später Professor für „Engineering“ in Manchester sowie anerkanntes Mitglied der Royal Society. Ein
Krater auf dem Mars ist nach ihm benannt, ebenso die veraltete Maßeinheit Reyn für die dynamische Viskosität.
11HEINRICH HERTZ (1857-1894); Professor für Physik in Karlsruhe und Bonn. HERTZ verdankt man die Entdeckung
elektromagnetischer Wellen als Grundlage der drahtlosen Telegraphie und des Radios sowie elastizitätstheoretische
Berechnungen und Aussagen zur Ermittlung der Spannungsverteilung beim Druckkontakt gekrümmter Flächen. Die
Einheit der Frequenz ist nach ihm benannt.
12Beim traktiven Rollen wird, im Gegensatz zum freien Rollen, das Rad durch äußere Einflüsse angetrieben oder
gebremst, es erfährt eine Veränderung seines Bewegungszustandes.
13FREDERIC W. CARTER (1870-1952); bedeutender britischer Elektroingenieur. Er entdeckte bei Stabilitätsuntersu-
chungen für Lokomotiven den linearen Zusammenhang zwischen Schlupf und Schlupfkraft.
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FROMM14 [CARTER 1926, FROMM 1927] publiziert. CARTER richtete seine Untersuchungen auf
die Antriebsproblematik von Lokomotivrädern aus, FROMM hingegen beschäftigte sich intensiv
mit zylindrischen Reibungsgetrieben. Beide aber gingen von einem kontinuierlichen Berührvor-
gang zweier elastischer Körper aus und waren damit in der Lage, die für bestimmte Konstella-
tionen gültigen Spannungsverteilungen in der Kontaktzone beim Rollkontakt vorherzusagen (vgl.
dazu auch Anhang A.4).
Nachdem FÖPPL15 in seiner Dissertation „Die strenge Lösung für die rollende Reibung“
[FÖPPL 1947] vorgelegt hatte, sich dabei aber wiederum auf identische Materialien der Kon-
taktpartner beschränkte, lieferte BUFLER16 im Jahre 1959 die erste streng theoretische Lö-
sung des Rollkontaktproblems von Wälzkörpern mit unterschiedlichen Materialkombinationen
[BUFLER 1959]. Damit ließ sich erstmals eine geschlossene Lösung angeben, welche zudem durch
entsprechende experimentelle Untersuchungen verifiziert wurde. Die Formulierungen basieren auf
einem halbraumtheoretischen Lösungsansatz und beschäftigen sich mit der analytischen Lösung
des Rollens bei Reibung in der Kontaktfläche.
Bei der Anwendung der BUFLERschen Theorie (vgl. auch Anhang A.6) muss daher vorausgesetzt
werden, dass sich die beteiligten Kontaktpartner in der unmittelbaren Umgebung des Kontaktge-
bietes wie linear-elastische Halbräume verhalten und dass das Kontaktproblem ferner losgelöst von
der Gesamtstruktur beschrieben werden kann. Unter diesen Annahmen lassen sich gekoppelte Inte-
gralgleichungen für Normal- und Kontaktschubspannungsverteilungen aufstellen. Beim traktiven
Rollen ist das Auffinden der Kontaktspannungsverteilung aber an eine weitere wesentliche Bedin-
gung geknüpft: die Kontaktschubspannungen müssen der Gleitgeschwindigkeit entgegengerichtet
sein. Damit kann dann die Lage des Haftgebietes eindeutig bestimmt werden [BUFLER 1959]. Mit
der BUFLERschen Theorie sind bis heute die Möglichkeiten zur analytischen Beschreibung von
Rollkontaktproblemen im Rahmen einer kontinuumsmechanisch exakten Theorie ausgeschöpft,
komplexere Rollvorgänge lassen sich nicht mehr analytisch formulieren [NACKENHORST 2000].
Für den realen Kontakt des Rades mit der Schiene muss jedoch festgestellt werden, dass es nicht
genügend wirklichkeitsgetreu ist, von so starken Idealisierungen und Vereinfachungen auszuge-
hen. So sind beispielsweise auch nicht-lineare Effekte zu berücksichtigen. Auf der Basis der Halb-
raumtheorie wurden daher numerische Diskretisierungsmethoden zur Beschreibung von Rollkon-
takt eingeführt [BENTALL & JOHNSON 1967, KALKER 1967]. Bekannt geworden ist insbesondere
die Arbeit von KALKER17, dessen programmtechnische Umsetzung CONTACT auf der Lösung ei-
nes Optimierungsproblems basiert. Wenn nur die lokale Analyse von den halbraumtheoretischen
Annahmen genügenden Kontaktproblemen losgelöst von der umgebenden Struktur erforderlich ist
und ferner die Annahme kleiner Verzerrungen gewährleistet werden kann, ist ebendiese Randele-
mentmethode von hoher numerischer Effizienz [KALKER 1967, ZASTRAU et al. 1999].
14HANS FROMM (1892-1952); Studium und Promotion an der TH Berlin. Später war er Professor für Mechanik
in Danzig und hatte einen Lehrauftrag an der Universität zu Mainz inne. Er veröffentlichte bedeutende Arbeiten zu
materialwissenschaftlichen Themen.
15LUDWIG FÖPPL (1887-1976); Promotion 1912 in Göttingen. Er war Professor für TechnischeMechanik inMünchen
und verfasste bedeutende Arbeiten auf dem Gebiet der Höheren Festigkeitslehre.
16HANS BUFLER (geb. 1928); Studium der Technischen Physik an der Technischen Hochschule München, anschlie-
ßend war er Assistent von Prof. FÖPPL am Lehrstuhl für Technische Mechanik. 1955 promovierte er zum Thema
„Über Spannungsänderungen, die durch Schnitte entstehen“. BUFLER war später Professor am Institut für Mechanik
der Universität Stuttgart.
17JOOST J. KALKER (1933-2006); niederländischer Wissenschaftler. Er studierte Mathematik an der TU Delft, wo er
später auch Assistent und Professor für Mathematik war. Sein fachliches Interesse gilt insbesondere der Mathemati-
schen Physik und den Phänomenen des Rollkontakts.
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Obwohl auch über die Jahre eine Vielzahl approximativer Lösungen für das dreidimensiona-
le Rollkontaktproblem entwickelt wurden, vgl. beispielsweise [VERMEULEN & JOHNSON 1964,
KALKER 1982, SHEN et al. 1984], so bietet doch die Finite-Element-Methode (FEM) entschei-
dende Vorteile in Bezug auf eine universell einsetzbare numerische Lösungsmethode für belie-
bige Rollkontaktprobleme. Die Finite-Element-Methode basiert auf einer kontinuumsmechanisch
konsistenten Theorie und besitzt daher keinerlei Einschränkungen bezüglich geometrischer oder
materieller Nicht-Linearitäten. Die Finite-Element-Methode ist aus mathematischer Sicht weitest-
gehend gesichert, dies betrifft auch das Konvergenzverhalten des Verfahrens sowie die adaptiven
Methoden.
Für die Behandlung von Kontaktproblemen in der materiellen Betrachtungsweise hat die
Finite-Element-Methode bereits einen sehr hohen Entwicklungsgrad erreicht, es sei dabei
besonders auf die Übersichtsarbeiten von KIKUCHI, ODEN, WRIGGERS und CRISFIELD
[KIKUCHI & ODEN 1988, WRIGGERS 1995, CRISFIELD 1998] verwiesen. Ganz wesentlich bei
der Entwicklung der Finite-Element-Methode für die Untersuchung von Kontaktproblemen
war dabei die Einführung der „Konsistenten Linearisierung in der Kontinuumsmechanik“
[WRIGGERS 1988], womit die Basis für numerisch zuverlässige Berechnungen quasistatischer
und dynamischer Kontaktprobleme unter Berücksichtigung von Reibung gelegt wurde. Ein wich-
tiges Hilfsmittel waren dabei die aus der Mathematik bekannten Optimierungsverfahren, wel-
che im Rahmen einer inkrementellen Formulierung die für Kontaktprobleme typischen Variati-
onsungleichungen auf Variationsgleichungen zurückzuführen in der Lage sind.
Für Rollkontaktprobleme, deren Charakteristikum das Auftreten großer Bewegungen ist, ist
eine relativkinematische Beschreibung der Bewegung erforderlich. Diese relativkinematischen
Formulierungen waren ursprünglich zur Untersuchung von Problemen der Struktur-Fluid-In-
teraktion in der Strömungsmechanik entwickelt worden [DONEA 1983]. Sie finden heute aber
auch Anwendung bei der Behandlung von Umformproblemen sowie in kommerziellen Imple-
mentierungen, wie beispielsweise bei der Simulation von Airbags in der Automobilindustrie
[MARKLUND & NILSSON 2003].
Die erstmalige Anwendung der Finite-Element-Methode für Rollkontaktberechnungen in der rela-
tivkinematischen Betrachtungsweise geschah durch NACKENHORST [NACKENHORST 1993], wo-
bei eine mit der Starrkörperbewegung des Rades verknüpfte Referenzkonfiguration eingeführt wur-
de, bezüglich welcher die im allgemeinen großen elastischen Verformungen beschrieben werden.
Darin liegt der wesentliche Vorteil dieses Verfahrens begründet. Wichtig für die Beschreibung des
Kontaktverhaltens mittels konstitutiver Gleichungen ist die Einführung konvektiver Koordinaten
in der Kontaktfläche für die Bewegung der materiellen Teilchen, womit dann auch bei großen Ver-
formungen beliebige konstitutive Gesetze für den Normal- und Tangentialkontakt eingeführt wer-
den können. WILLNER [WILLNER 1995] führt dafür das Konzept der statistischen Beschreibung
der Oberflächenrauigkeit und damit des rauen Kontakts ein, er erweitert es später um das Plasti-
zieren der Rauigkeitsspitzen beim Einspielvorgang [WILLNER 2000]. In neueren Publikationen
wird fernerhin verstärkt das Problem der Wärmeentwicklung in der Kontaktfläche berücksichtigt
[ERTZ 2003, BÖHMER 2004]. Im Rahmen dieser Arbeit soll eine Approximation des mechani-
schen Verhaltens rauer Kontaktflächen mittels analytischer Funktionen für die konstitutive Be-
schreibung des Kontakts erfolgen [WRIGGERS et al. 1990]. Als für die vorliegende Arbeit beson-
ders wichtige Quellen seien an dieser Stelle die Arbeiten von WRIGGERS, ZASTRAU, NACKEN-
HORST und WILLNER genannt [WRIGGERS 1995, ZASTRAU et al. 1999, NACKENHORST 2000,
WILLNER 2003].
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1.3 Zielsetzung der Arbeit
Aufgrund der in Abschnitt 1.1 dargestellten Anforderungen, die an das Rad-Schiene-System ge-
stellt werden, ist es erforderlich, die Materialien und Geometrien von Rad und Schiene entspre-
chend der Belastungen zu dimensionieren und die Schädigungsmechanismen besser verstehen zu
können, welche beim Kontakt des Rades mit der Schiene auftreten. Dazu ist es notwendig, eine
fundierte Kenntnis über das Verhalten in der Kontaktzone zwischen Rad und Schiene zu besit-
zen, was eine computergestützte Behandlung des praktischen Problems erforderlich macht, um ein
verbessertes Werkzeug für die produktbezogene Forschung bereitstellen zu können. Somit ist es
die wissenschaftliche Zielsetzung dieser Arbeit, einen Beitrag zur realitätsnäheren Abbildung des
Rollkontakts von Rad und Schiene zu leisten (Abbildung 1.4).
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Abbildung 1.4: Ausgangssituation und Zielstellung der Arbeit
Zunächst werden in Kapitel 2 einige grundlegende Gedanken zum rollenden Rad und zur Modell-
bildung von Rad und Schiene angegeben. Ein besonderes Augenmerk wird auf die mechanischen
Modelle des Normal- und Tangentialkontakts gelegt. Die Notwendigkeit einer numerischen Be-
schreibung werden durch die zwischen Rad und Schiene auftretenden Phänomene motiviert und
die Erforderlichkeit und die Grundlagen einer relativkinematischen Darstellung des Problems dar-
gelegt.
Kapitel 3 widmet sich der kontinuumsmechanischen Betrachtung des Rollkontakts. Dabei werden
zunächst die mathematischen und kontinuumsmechanischen Grundgleichungen angegeben. Die
Aufstellung der für die numerische Beschreibung des Rollkontakts erforderlichen Bewegungsglei-
chung sowie deren schwacher Form und die Formulierung des entsprechenden Anfangsrandwert-
problems ist Kernerfordernis einer kontinuumsmechanisch konsistenten Theorie und damit zentra-
ler Punkt dieses Kapitels und dieser Arbeit, ebenso wie eine entsprechende kontaktmechanische
Modellbildung.
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Der numerische Lösungszugang und die rechentechnische Umsetzung der in Kapitel 3 entwickel-
ten Formulierungen sind Inhalt von Kapitel 4. Auf allgemeine Bemerkungen zur Finite-Element-
Methode folgt die für die numerische Umsetzung erforderliche inkrementelle Formulierung der
Bewegungsgleichung des Rollkontakts. Die Finite-Element-Diskretisierung wird ausführlich mit
der Herleitung des Finite-Element-Gleichungssystems und der entsprechenden Steifigkeitsmatri-
zen und Kräftevektoren unter besonderer Beachtung der Trägheits- und Kontaktterme vorgestellt.
Besonderes Augenmerk wird auf die Unterscheidung von Haften und Gleiten sowie die übersicht-
liche Darstellung der numerischen Algorithmen gelegt.
Die Demonstration der prinzipiellen Funktionsfähigkeit der im Rahmen dieser Arbeit untersuch-
ten und entwickelten Algorithmen ist Gegenstand der Darlegungen in Kapitel 5. Verschiedene
numerische Beispiele werden vorgestellt: statische Kontaktberechnungen, für welche nach der
HERTZschen Theorie eine analytische Vergleichslösung bereitstellbar ist. Ergänzt wird dies durch
Beispielrechnungen unter Berücksichtigung von Reibung unter besonderer Beachtung der Haft-
Gleit-Unterscheidung. Beispiele zum Rollkontakt beschließen diese Arbeit, bevor in Kapitel 6
die wichtigsten Ergebnisse dieser Arbeit zusammengefasst und Ausblicke auf mögliche weitere
Forschungsarbeiten gegeben werden.
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2 Ausgangsüberlegungen und grundsätzliche Betrachtungen
2.1 Grundlegende Gedanken zum rollenden Rad
Dem gewachsenen Erfahrungswerteschatz der Menschen nach ist es für jedermann selbstverständ-
lich, dass ein Rad rollt. Die wenigsten Menschen jedoch wissen detailliert, warum und wie ein
Rad funktioniert, welche Eigenschaften und Besonderheiten es besitzt und welche genauen Auf-
gaben das Rad einschließlich seiner einzelnen Bestandteile zu erfüllen hat [ZIMA 2002]. Ein Rad
im Allgemeinen und ein Eisenbahnrad im Besonderen muss die folgenden Aufgaben übernehmen
können:
• Im statischen Sinn dienen Räder der Stützung der Fahrzeugeigenlasten.
• Räder ermöglichen durch Lenkung und Seitenführung die Übertragung von seitlichen Be-
schleunigungskräften und die sichere Wegfindung und Führung eines Fahrzeuges.
• Die Räder übertragen die Kräfte zur Bahnbeschleunigung des Fahrzeuges auf den Fahrweg
und gestatten mit der Änderung des Bewegungszustandes das Anfahren und Bremsen des
Fahrzeuges.
• Räder können die Schwingungen von Fahrzeugen verringern.
• Die konstruktive Gestalt der Räder kann zu einer Verminderung von Fahrgeräuschen führen
und steigert damit den Komfort des Fahrzeuges.
• Durch die Minimierung auftretender Reibungsverluste können Räder zur Energieeinsparung
beim Transportprozess beitragen.
Daher ist die Konstruktion des Rades auf die oben genannten Aufgaben genauestens abzustimmen.
Die Grundform des Rades ist der Kreis. Eine Kreisscheibe zeichnet sich durch die geometrische
Ökonomie des kleinsten Umfanges bei größtem Flächeninhalt, optimales Festigkeitsverhalten ge-
gen Druck von innen und außen und den größtmöglichen Widerstand gegenüber Fliehkraftbean-
spruchung aus und ist dabei beim Rollen in der Lage, Rotation und Translation so auszuführen,
dass die Achse keine vertikale Bewegung erfährt.
Zur Untersuchung und mathematisch-mechanischen Beschreibung der zum Verschleiß am Rad-
Schiene-Kontaktpunkt führenden Phänomene ist es erforderlich, zu erklären, weshalb ein Rad
überhaupt rollt.
GALILEI18 formulierte erstmals, dass Bewegung sich in Raum und Zeit abspielt sowie dass Körper
träge sind und dabei ihren Bewegungszustand beibehalten, wenn sie nicht durch äußere Einflüsse
gezwungen werden, diesen zu ändern. Zunächst ist ein Moment erforderlich, welches den Körper,
in diesem Fall also das Rad, in Bewegung versetzt. Die geometrische Grundstruktur eines Rades
ist der Kreis als diejenige Ortskurve, auf welcher alle Punkte liegen, die von einem festen Punkt,
dem Mittel- oder Schwerpunkt S, den gleichen Abstand, nämlich den Radius R, haben. Unab-
hängig von der Lage des Momentanpols ergibt sich die Geschwindigkeit eines jeden Punktes aus
dem (Vektor)-Produkt des Abstandes zum Momentanpol MP und der Winkelgeschwindigkeit Ω.
Der Gleichgewichtszustand eines auf einer horizontalen Ebene stehenden Rades ist dabei stets in-
different, es ist möglich, diesen Gleichgewichtszustand zu ändern, das Rad dreht sich dabei um
18GALILEO GALILEI (1564-1642); italienischer Mathematiker, Philosoph, Physiker und Astronom. Er erarbeitete
bahnbrechende Entdeckungen auf mehreren Gebieten der Physik und der Mechanik wie den Pendelgesetzen und
den Überlegungen zum freien Fall. Er wurde aber wegen seines Eintretens für das kopernikanische, heliozentrische
Weltbild von der Inquisition zu lebenslangem Hausarrest verurteilt.
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seinen Drehpunkt, den Momentanpol, welcher selbst momentan in Ruhe ist. Dieser ist dadurch
charakterisiert, dass sich in ihm alle Bahnnormalen der Geschwindigkeiten (aller beliebigen Punk-
te des Rades) schneiden. Die Lage dieses Momentanpols ist dabei ein wesentliches Merkmal für
die Bewegungsart des Rades:
• Der Momentanpol liegt im Radmittelpunkt, das Rad führt somit, ohne seine Lage im Raum
zu verändern, eine reine Rotation aus, alle Punkte eines Radumfanges haben die gleiche
Geschwindigkeit. Diese spezielle Bewegungsform des Rades findet beim Rutschen (Schleu-
dern) des angetriebenen Rades während des Anfahrens des Fahrzeuges statt.
• Liegt der Momentanpol des Rades im Unendlichen, so haben alle Punkte des Rades die
selbe Geschwindigkeit, das Rad führt eine reine Translation aus, es gleitet ohne Drehung
auf seiner Auflagefläche. Diese Bewegung führen blockierende Räder beim Bremsen aus.
• Befindet sich der Momentanpol aber im Auflagerpunkt des Rades auf seiner Unterlage (Fahr-
weg), dann rollt das Rad. Wenn keine Horizontalkräfte oder kein Moment wirken, so wird
dieser Zustand als freies Rollen bezeichnet. Das Rad führt eine Kombination von Translation
und Rotation durch, die Drehachse liegt senkrecht zur Kreisebene in der Auflagerebene, auf
der es abrollt.
Beim Rollen eines Rades, welches als starrer Körper betrachtet wird, steht der Geschwindigkeits-
vektor immer senkrecht auf dem zugehörigen Abstandsvektor. Jeder Punkt eines rollenden Ra-
des hat somit der Größe und der Richtung nach, wie in Abbildung 2.1 dargestellt, eine andere
Geschwindigkeit. Wird die Geschwindigkeitsverteilung über die Höhe des Rades aufgetragen, so
ist dieser lineare Zusammenhang zwischen Abstand vom Momentanpol MP und der Geschwin-
digkeit eines Punktes des Rades zu erkennen (Abbildung 2.2). Die maximale Geschwindigkeit
vmax = 2RΩ ist also auf dem Radumfang an dem dem Momentanpol gegenüberliegenden Punkt
festzustellen. Damit ist am spurkranzlosen Rad dieser Punkt jener mit der größten Momentange-
schwindigkeit. Im Radschwerpunkt beträgt die Geschwindigkeit vS = RΩ und entspricht genau
der translatorischen Geschwindigkeit des Rades. Insofern kann das Rollen eines Rades als Super-
position von Rotation und Translation beschrieben werden. Diese Überlegungen bedingen ideale
Räder, die starr und frei von lokalen Deformationen und Unregelmäßigkeiten sind.
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Abbildung 2.1: Lage des Momentanpols am rollenden Rad sowie Momentangeschwindigkeiten
ausgewählter Orte
Die Voraussetzung für das Rollen eines Rades ist demnach ein im Auflagerpunkt befindlicher Mo-
mentanpol, welcher per Definition selbst in Ruhe sein muss. Dafür ist beim traktiven Rollen eine
Haftkraft erforderlich, welche das Rad in seinem Berührpunkt mit der Auflagefläche auf dieser
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Abbildung 2.2: Geschwindigkeitsverteilung am rollenden Rad
gleichsam „haften“ lässt. Das Haften ist die Voraussetzung dafür, dass der Rollkörper auf seiner
Unterlage (Auflagefläche) nicht gleitet.
Wird für Haften und Gleiten zunächst der Begriff der Reibung verwendet, was fachlich nicht kor-
rekt ist, aber für die Beschreibung diverser Gemeinsamkeiten sinnvoll erscheint, so ist die Reibung
ein physikalisches Phänomen, welches die Bewegung teilweise behindert und im Fall des Haftens
möglicherweise ganz verhindert. Damit ist das Vorhandensein von Haften und Gleiten die Voraus-
setzung für das Rollen überhaupt.
Sowohl das Haften als auch das Gleiten hängen sehr stark von den Materialeigenschaften der mit-
einander in Kontakt befindlichen Körper ab. Daher sind im Gegensatz zu vielen physikalischen Ge-
setzmäßigkeiten, die eine weitgehende Allgemeingültigkeit haben, Aussagen über Reibung stark
von den konkreten Bedingungen abhängig.
Ein Vorteil des gleisgebundenen Transports gegenüber dem auf der Straße besteht im geringeren
Bewegungswiderstand in der Kontaktfläche zwischen Rad und Schiene und damit geringeren Ener-
gieverlusten. Das Haften selbst unterscheidet sich vom Gleiten dadurch, dass bei seinem Auftreten
keine Energie umgewandelt und keine Wärme erzeugt wird. Es ist, bezogen auf das Rollen der Rä-
der, lediglich Energie darauf zu verwenden, den Rollwiderstand zu überwinden, welcher nur unter
der Voraussetzung von Druck in der Kontaktfläche existiert. Geringe Haftung kann beim Anfahren
auf beispielsweise nassen Schienen zum Nachteil werden, es muss erst Sand vor die Triebräder
gestreut werden, um überhaupt anfahren zu können.
Die Ursache für das Haften zweier Körper liegt im Aufbau adhäsiver Kräfte und im „Verhaken“
der mikroskopisch rauen Körper. Wird die Haftung am rollenden Rad überschritten, so tritt Gleiten
ein, wobei die in Abbildung 2.3 skizzierten Gleitmechanismen auftreten können:
• die Trennung adhäsiver Bindungen,
• plastische Deformationen,
• die Furchung bei plastischer Deformation und
• die Hysterese bei elastischer Deformation.
Die Adhäsion ist ein kraftschlüssiger Effekt und stellt einen atomar bedingten Mechanismus dar.
Atomare und molekulare Bindungen werden bei auftretenden nennenswerten Relativbewegungen
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Abbildung 2.3: Grundlegende Gleitmechanismen in der Kontaktfläche zweier Körper (Abbildung
nach [DETERS 2004])
wieder getrennt, womit sich auch der auftretende Energieverlust erklären lässt. Die übrigen Me-
chanismen sind formschlüssige Wirkprinzipien und damit mechanisch bedingt. Sowohl bei der
Deformation als auch der Furchung ist das Haften durch das Vorhandensein von Überschneidun-
gen der Rauigkeitsspitzen zu erklären. Die Berührflächen verhaken sich ineinander, so dass eine
Trennung des Formschlusses erforderlich ist. Die „verhakten“ Spitzen fräsen sich dann mit der
Relativbewegung ihren Weg durch das Material. Die Hysterese hingegen beruht auf der inneren
Reibung und hat eine dämpfende Wirkung [DETERS 2004].
Das Haften und das Gleiten sind dabei nicht nur von den stofflichen Eigenschaften der kontaktie-
renden Körper abhängig, sondern ganz wesentlich auch von der Systemstruktur und dem vorherr-
schenden Belastungskollektiv. Da sowohl das Haften als auch das Gleiten mikroskopische Effek-
te sind, werden, makroskopisch gesehen und bewertet, harte und unverformte Berührungsflächen
vorausgesetzt und mikroskopische Effekte oft allenfalls über Parameter oder Beiwerte in homoge-
nisierter Form berücksichtigt.
Diese Betrachtungsweise entspricht aber nicht der Realität, denn die Kontaktpartner, also das Rad
und die Schiene, erfahren eine Verformung, in welcher sie sich ebenso gegenseitig beeinflussen.
Die Eindrückung des Rades in die Schiene führt zu (oftmals) elliptischen Aufstandsflächen, wobei
sich die Lage des Druckmaximums entgegen dem Drehsinn des Rades verlagert. Dadurch greift
die resultierende Kontaktkraft vor dem theoretischen Auflagepunkt, dem ideellen Momentanpol
des Rades an (Abbildung 2.4). Der Rollvorgang kann somit auch als ein fortwährendes Kippen des
Rades über den Momentanpol B interpretiert werden.
Dem Rollen des Rades wird also ein Widerstand, der Rollwiderstand, entgegengebracht. Dieser
wird durch die Rollwiderstandszahl charakterisiert, welche sich aus dem Gleichgewicht zwischen
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Abbildung 2.4: Zur Definition des Rollwiderstandes – Kräfte am Rad
antreibendemMoment undMoment des Rollwiderstandes um denMomentanpol MP ableiten lässt.
In Tafel 2.1 sind einige Rollwiderstandszahlen für verschiedene Kontaktkonstellationen aufgezeigt.
Es ist erkennbar, dass diese Zahl sowohl von den Eigenschaften des Rades als auch des Unter-
grundes abhängig ist. In der Literatur ist festzustellen, dass der Rollwiderstand mit zunehmender
Geschwindigkeit ansteigt [BÖGE et al. 1992].
Beschaffenheit der Kontaktpartner Rollwiderstandszahl µR
Standard-Fahrrad auf Asphalt 0,007
Pkw-Reifen auf Asphalt 0,013 - 0,015
Pkw-Reifen auf Schotter 0,020
Pkw-Reifen auf Kopfsteinpflaster 0,015-0,03
Pkw-Reifen auf losem Sand 0,2-0,4
Lkw-Reifen auf Ackerboden 0,1-0,35
Lkw-Reifen auf Asphalt 0,060-0,010
Stahlrad auf Stahlschiene 0,001-0,002
Tafel 2.1: Rollwiderstandszahlen für verschiedene Materialpaarungen (nach [BÖGE et al. 1992])
Bei dem Kontakt von Eisenbahnrad und Eisenbahnschiene ist der Rollwiderstand vergleichsweise
niedrig. Der Grund dafür ist, dass sich Rad und Schiene bei Belastung relativ geringfügig verfor-
men. Die hohe Tragfähigkeit des Stahls ist somit die Ursache für die verhältnismäßig niedrigen
Rollwiderstandszahlen zwischen Rad und Schiene, aber auch der Grund für die niedrige Haftung
und die damit verbundenen geringen übertragbaren Antriebs- und Bremskräfte19 [ZIMA 2002].
Der Rollwiderstand des realen Eisenbahnrades ist aber größer als bei der idealen Stahl-Stahl-
Paarung von einem Zylinder auf einer ebenen Unterlage, was anhand der Konizität der Lauffläche
des Rades und der damit verursachten Bohrbewegung des gesamten Radsatzes20 begründet werden
kann. Der größere Rollwiderstand führt dabei zu erhöhtem Verschleiß [BÖHMER et al. 2003].
19Im Eisenbahnwesen kann die niedrige Haftung zwischen Rad und Schiene bei Bahnen mit steilen Gefällestrecken
durch den Einsatz von Zahnradbahnen überwunden werden.
20Ein Radsatz besteht aus den beiden Radscheiben, den beiden Radsatzlagern sowie der Radsatzwelle und eventuellen
Bremsscheiben.
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Die erwähnten statischen Kräfte am Rad zur Stützung der Fahrzeugeigenlasten genügen dem
Gleichgewichtsprinzip (actio=reactio). Sie sind dabei immer wirksam, unabhängig davon, ob das
Fahrzeug steht oder sich in Bewegung befindet.
Die planmäßige Einleitung der vertikalen und horizontalen Kräfte (und Momente) erfolgt an ver-
schiedenen Stellen des Rades:
• zentrisch an der Radnabe über Achsen,
• exzentrisch an der Radscheibe über Treib-oder Kuppelstangen zur Erzeugung eines Momen-
tes (veraltet),
• exzentrisch an der Lauffläche am Radumfang zur Übertragung von Kräften zwischen Rad
und Fahrbahn, aber auch als Rollwiderstandskräfte sowie zur Einleitung von Bremskräften
über Klotzbremsen.
Bei der Bewegung des Fahrzeuges entstehen zusätzlich Reaktionskräfte und -momente, wie bei-
spielsweise die Rollwiderstandskraft oder das Lagerreibungsmoment.
Die Richtungsänderung, aber auch die Spurhaltung von Fahrzeugen, muss durch entsprechende
Kräfte verursacht werden. Die Spurhaltung kann kraft- oder formschlüssig erfolgen. Die form-
schlüssige Kraftübertragung auf die Schiene erfolgt dabei über den Spurkranz des Rades. Die kraft-
schlüssige Richtungsänderung des Schienenfahrzeuges hingegen geschieht beim ungeführten Rad
durch das Schrägstellen des Radsatzes, wobei infolge der Konizität der Räder diese auf Laufkreisen
mit unterschiedlichen Radien laufen (vgl. Abbildung 2.6). Bei Betätigung der erzwungenen Len-
kung nicht schienengebundener Fahrzeuge stehen die Räder in einem Winkel zur Fahrtrichtung,
die daraus resultierende Seitenkraft führt das Fahrzeug in die gewünschte Richtung. Die dabei
zwischen Rad und Fahrweg übertragbare Kraft ist durch die Radlast und den Haftbeiwert zwi-
schen den kontaktierenden Körpern vorgegeben, wobei bei der Geradeausfahrt von dieser Kraft
nur ein kleiner Teil benötigt wird, so dass der „Rest“ der Haftkraft für die Seitenführung zur Ver-
fügung steht. Beim Bremsen hingegen ist eine möglichst große Bremskraft zu übertragen, so dass
die daraufhin zur Verfügung stehende Seitenführungskraft im Extremfall bis auf Null zurückgehen
kann. Das Fahrzeug bricht dann möglicherweise aus der Spur aus.
Beim Kontakt von Rad und Schiene werden die tangentialen Kräfte durch das Haften übertra-
gen, wobei der Haftbeiwert nicht nur von der vorhandenen Materialpaarung von Rad und Schiene,
sondern wesentlich auch von weiteren tribologischen Bedingungen wie Schmierung oder Nässe
sowie der Geschwindigkeit abhängig ist. So ist beispielsweise erkennbar [ZIMA 2002], dass der
Haftbeiwert zwischen Rad und Schiene im Bereich kleiner Geschwindigkeiten mit sinkender Ge-
schwindigkeit zunimmt, womit zu erklären ist, weshalb der Zug beim Anhalten bisweilen stark
ruckeln kann. Auch bei einem beabsichtigten gleichmäßigen Bremsen eines Zuges kann infolge
des mit abnehmender Geschwindigkeit stark zunehmenden Haftbeiwertes zwischen Bremsbacke
und Rad oder Bremsscheibe die Bremskraft stark ansteigen. Dies führt dazu, dass die Haftung der
Bremse die mögliche Haftung an der Schiene übersteigt und damit das Rad blockiert und dieses
folglich nur noch eine translatorische Bewegung ausführt.
Beim Kontakt zwischen Rad und Schiene existieren zahlreiche Phänomene und Besonderheiten,
die sich nicht alle mit gleicher Genauigkeit erklären und berücksichtigen lassen. Im Rahmen einer
rechentechnischen Untersuchung von Rad und Schiene ist es daher erforderlich, zumindest einige
der Phänomene angemessen zu berücksichtigen, aber auch Einschränkungen bezüglich der Genau-
igkeit im Rahmen der Modellbildung zu treffen, darauf soll im Folgenden eingegangen werden.
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2.2 Zur Modellbildung von Rad und Schiene
2.2.1 Zulässigkeit der Modellbildung
Nachdem im vorangegangenen Abschnitt 2.1 die grundlegende Wirkungsweise des rollenden Ra-
des dargelegt wurde, soll nun etwas detaillierter auf die beim Rollkontakt von Eisenbahnrad und
Eisenbahnschiene auftretenden Besonderheiten und Phänomene eingegangen werden.
Bei der Eisenbahn stellt der Kontakt zwischen Rad und Schiene, welcher symbolhaft in Abbil-
dung 2.5 dargestellt ist, die Verbindung zwischen den Komponenten Rad und Fahrweg her. Die
Übertragung der Kräfte zum Antreiben, Beschleunigen und Abbremsen erfolgt dabei ausschließ-
lich durch das Haften und das Gleiten und damit durch den Kontakt. Eine fundierte Aussage über
die Wechselwirkungen zwischen Rad und Schiene ist demnach ohne genaue Kenntnis der Prozes-
se in der Kontaktzone einschließlich der auftretenden Haft- und Gleitphänomene nicht möglich.
Dabei ist es besonders wichtig, die Reibung und damit das Kraftschluss-Schlupf-Verhalten in der
Kontaktzone zwischen Rad und Schiene berechnen zu können, denn sie ist die Ursache für den
Verschleiß an Rad und Schiene. Der Verschleiß wiederum hat Rückwirkungen auf die Beanspru-
chungen von Fahrwerk und Fahrweg sowie auf den Rad-Schiene-Kontakt.
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Abbildung 2.5: Das Teilsystem von Rad und Schiene einschließlich der Kontaktkräfte (Abbildung
nach [BÖHMER 2004])
Das Rollen eines Stahlrades auf einer Stahlschiene ist eine Eigenart von Schienenfahrzeugen, wel-
che sie von anderen Transportmitteln unterscheidet. Die Voraussetzung für ein sinnvolles Rad-
Schiene-Modell ist nach ELKINS [ELKINS 1992] eine korrekte Beschreibung der Kräfte im Kon-
takt von Rad und Schiene. Dafür sind vor allem folgende Aspekte zu beachten, die in der vorlie-
genden Arbeit berücksichtigt sind und in den folgenden Abschnitten näher erläutert werden:
• Bestimmung der Kontaktgeometrie,
• Berücksichtigung der kinematischen Besonderheiten beim Kontakt von Rad und Schiene
und
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• Ermittlung der Kontaktkräfte auf Grundlage fundierter Kontaktgesetze.
Die oben genannten Aspekte stellen einen nur sehr kleinen Teil aller im Rad-Schiene-System
auftretenden Phänomene dar, sind aber so umfangreich, dass eine vollständige Berechnung des
Rad-Schiene-Systems aus heutiger Sicht unmöglich ist. Aus diesem Grund müssen vereinfachen-
de Annahmen getroffen werden. Zur Abbildung realer Vorgänge ist es erforderlich, Modelle zu
entwickeln, welche die auftretenden physikalischen Phänomene zwar vereinfachen, aber die Ab-
bildungsgenauigkeit nicht zu stark einschränken. Durch Vereinfachungen kann der Rechenauf-
wand bei der numerischen Betrachtung überschaubar gestaltet werden, gleichzeitig werden auch
die Ergebnisse einfacher interpretierbar [BÖHMER 2004].
In der vorliegenden Arbeit wird der Kontakt zwischen Rad und Schiene vom Gesamtsystem ent-
koppelt und losgelöst betrachtet. Die Verknüpfung mit dem Gesamtsystem erfolgt über das ad-
äquate Aufbringen von Belastungen und die Formulierung von Randbedingungen. Für das Teil-
system von Rad und Schiene sollen die erforderlichen Grundüberlegungen und Gleichungen zur
Beschreibung von Geometrie, Kinematik und Kontakt hergeleitet werden. Auf die getroffenen An-
nahmen und diesbezügliche Vereinfachungen wird an gegebener Stelle eingegangen. Besonderen
Phänomenen wird dabei in Abschnitt 2.3 gesonderte Aufmerksamkeit geschenkt. Die Einführung
allgemeiner Vereinfachungen wird begründet.
2.2.2 Geometrische Überlegungen zum Kontakt von Rad und Schiene
Das Verhalten eines Rades im Radsatz wird wesentlich durch geometrische Effekte bestimmt. So
ist beispielsweise davon auszugehen, dass aufgrund der konischen Geometrie bei seitlichem Ver-
satz des Radsatzes nach links das rechte Rad auf einem kleineren Rollradius läuft. Damit wird der
Sinuslauf des Radsatzes verursacht (Abbildung 2.6). Dieses Phänomen wurde zuerst von KLIN-
GEL [KLINGEL 1883] dargelegt (Anhang A.7). Es wird in der Realität zusätzlich durch die in der
Kontaktzone wirkenden Kräfte, insbesondere die Tangentialkräfte, beeinflusst.
a
a
R1 R2*
R2 R1*L/2
R1
R1>R R0 2>
R2R0 R0

Abbildung 2.6: Sinuslauf infolge Schräglauf des Radsatzes – idealisierte Darstellung
Die geometrischen Besonderheiten, die beim Kontakt von Rad und Schiene zu berücksichtigen
sind, beruhen im Wesentlichen auf den Verhältnissen direkt im initialen Kontaktpunkt21. Am geo-
21Der initiale Kontaktpunkt beschreibt der Ort des Kontakts im Augenblick des ersten Kontakts.
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metrischen Beispiel des Eisenbahnrades nach DIN 557322 und der Schiene UIC60 nach DIN
590123 (Abbildung 2.7) wird in Abbildung 2.8 die Veränderung der Kontaktgeometrie an der
Kontaktzone zwischen Rad und Schiene aufgezeigt. Dass diese Veränderung, genau wie die oben
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Abbildung 2.7: Querschnittsgeometrien des Eisenbahnrades nach DIN 5573 und der Schiene
UIC60 nach DIN 5091 sowie Detaillierung der Geometrie in der Kontaktzone
22DIN 5573: Radprofile - Breite 135 und 140mm, vgl. auch [DIN5573].
23DIN 5901: Breitfußschienen - Maße, statistische Werte und Stahlsorten, vgl. auch [DIN5901].
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angesprochene Verdrehung des Radsatzes über dem Grundriss des Fahrweges, großen Einfluss auf
die Spannungsverteilung zwischen Rad und Schiene hat, ist offensichtlich und soll in Kapitel 5 im
Detail erläutert werden.
Bei der Anwendung der Methode der finiten Elemente, deren großer Vorteil in der Flexibilität
hinsichtlich der Erfassung beliebiger Strukturen liegt, müssen keine speziellen Einschränkungen
bezüglich der Geometrie vorgenommen werden. Die Finite-Element-Methode, deren Einsatz im
Detail in Abschnitt 2.3 motiviert werden soll, ist ein numerisches Verfahren zur näherungsweisen
Lösung partieller Differentialgleichungen mit Randbedingungen, welches das kontinuumsmecha-
nische Verhalten von Körpern abbilden kann. Im Rahmen dieser Arbeit, in welcher die Finite-Ele-
ment-Methode unter Berücksichtigung spezieller Formulierungen für den Rollkontakt angewendet
werden soll, sind somit zunächst keine geometrischen Vereinfachungen und Idealisierungen von
Randbedingungen erforderlich. Die reale Geometrie von Rad und Schiene wird erst bei der Mo-
dellierung und Diskretisierung der untersuchten Problemstellung (Kapitel 5) berücksichtigt.
2.2.3 Kontaktmechanikmodelle für Normal- und Tangentialkontakt
Wenn es sich beim Kontakt zweier Körper nicht um einen konformen (flächigen) Kontakt handelt,
lässt sich beim Kontakt zweier Partner mit beliebiger Krümmung24 exakt ein initialer Kontakt-
punkt bestimmen. Nach Überwinden des initialen Kontaktpunktes werden die Kräfte zwischen
Rad und Schiene nicht mehr nur in einem einzelnen singulären Punkt übertragen. Die Kontakt-
kräfte oder Kontaktspannungen in Normal- und Tangentialrichtung werden immer innerhalb einer
kleinen Kontaktfläche übertragen, welche gegenüber allen anderen geometrischen Abmessungen
sehr klein ist. Die Ursache dafür sind die elastischen Verformungen der Kontaktpartner, wobei
zunächst der Normalkontakt losgelöst betrachtet werden soll.
Normalkontakt
Die Normalkraft N , die zwischen Rad und Schiene, aber auch zwischen allen anderen denkbaren
Kontaktkörpern wirkt, ergibt sich bei einer rein statischen Betrachtung bereits unmittelbar aus dem
auf das Rad entfallenden Anteil aus der Fahrzeugeigenlast [ERTZ 2003]. Schwankungen um diesen
statischen Wert resultieren aus der Fahrzeugdynamik und sollen vorerst vernachlässigt werden.
Ist die wirkende Normalkraft auch noch so klein, so wird es, wie in Abbildung 2.8 stark vereinfa-
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Abbildung 2.8: Der initiale Kontaktpunkt und die Ausbildung der Kontaktzone aufgrund von De-
formationen
24Mindestens ein Kontaktpartner muss eine Krümmung ungleich Null besitzen.
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chend dargestellt, durch die Normalkraft zu Deformationen von Rad und Schiene in der Umgebung
des initialen Kontaktpunktes kommen. Die in der Realität eingesetzten Materialien wie der Stahl
sind natürlich nicht starr, sondern elastisch. Die Verformungen führen dazu, dass sich bereits bei
alleiniger Wirkung einer kleinen Normalkraft eine flächige Kontaktzone mit einer nicht konstan-
ten Verteilung des Normaldrucks ausbildet (Abbildung 2.9). Im Fall des Kontakts zylindrischer
Körper wird sich dabei ein Kontaktstreifen ausbilden (Abbildung 2.9(a)). Beim Kontakt zweier
allgemeiner Körper mit Oberflächen 2. Ordnung besitzt die Kontaktfläche eine elliptische Form
(Abbildung 2.9(b)).
HERTZ veröffentlichte als Erster in seinem Beitrag „Über die Berührung fester elastischer Körper“
derartige Untersuchungen [HERTZ 1882]. Voraussetzung für seine Theorie waren dabei folgende
Annahmen:
1. kleine Verschiebungen und Verzerrungen,
2. kleine Kontaktflächenabmessungen im Vergleich zu den Krümmungsradien in der Nähe des
Kontakts und der übrigen Geometrie,
3. kontinuierliche Oberflächen in der Umgebung des Kontaktpunktes, die mit Polynomen 2.
Ordnung beschrieben werden können,
4. elastisches Materialverhalten sowie homogene und isotrope Werkstoffe,
5. Gültigkeit halbraumtheoretischer Annahmen und
6. glatte Oberflächen der Kontaktkörper.
y
x
aH
z
p0
(a) Kontakt zylindrischer Körper
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(b) Kontakt allgemeiner Körper mit Oberflächen 2. Ordnung
Abbildung 2.9: Kontaktdruckverteilung in der Kontaktfläche nach HERTZ
Mit Hilfe der HERTZschen Theorie sind zahlreiche Untersuchungen zum Normalkontakt zweier
elastischer Körper möglich (vgl. Beispiele in Anhang A.2). Aber allein aus der Forderung nach
glatten Oberflächen ergibt sich, dass eine Anwendung auf den realen Kontakt von Rad und Schie-
ne nicht möglich ist. Der Einsatz numerischer Verfahren ist deshalb unerlässlich und wird in den
folgenden Kapiteln ausführlich diskutiert. Als ein geeignetes Werkzeug erweist sich dabei die Fini-
te-Element-Methode, da sie die Möglichkeit bietet, die wirkliche Geometrie von Rad und Schiene
bei der Diskretisierung der entsprechenden Körper sehr genau erfassen zu können.
Tangentialkontakt
Selbst wenn beim Tangentialkontakt das Rollen des Rades, das insbesondere auf die Spannungsver-
teilung in tangentialer Richtung einen Einfluss hat, vernachlässigt wird, sind aufgrund von Haften
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und Gleiten Kontaktschubspannungen zu übertragen, sobald die Materialeigenschaften der Kon-
taktpartner geringfügig voneinander abweichen. Normaldruck kann dann auch tangentiale Ver-
schiebungen verursachen, die Anwendung der HERTZschen Theorie ist nur noch bedingt möglich.
Das ist mit der Tatsache begründbar, dass beim Zusammenpressen von Materialien diese aufgrund
ihrer Querdehnbarkeit auch eine Querkontraktion oder Querstreckung erfahren [JOHNSON 1985].
Wenn die daraus resultierenden tangentialen Verschiebungen verschieden sind, existiert eine Rela-
tivbewegung, welche Gleiten verursacht.
Haften und Gleiten wirken der Relativverschiebung zweier Kontaktpartner entgegen oder verhin-
dern diese im Fall des Haftens sogar. Da in der Kontaktzone keine gleichförmige Druck- und
Spannungsverteilung herrscht (Abbildung 2.9), tritt an manchen Punkten Haften auf, die Teilchen
„kleben“ aneinander. Sind die vorhandenen Kontaktschubspannungen so groß, dass die Haftung
überwunden wird, treten tangentiale Relativverschiebungen auf, dies wird als Gleiten bezeichnet.
Bei reinem (ausschließlichem) Normalkontakt wird das Haften um einen zentralen Punkt herum
auftreten, das Gleiten hingegen tritt peripher in der Nähe des Kontaktrandes auf. Bei gegebener
Normalkraft kann nur bei einem ausreichend hohen Haftbeiwert von vollständigem Haften aus-
gegangen werden. Bei der Bestimmung von Kontaktschubspannungen ist dabei auch immer ein
Reibgesetz festzulegen, welches die Beziehung zwischen Normal- und Schubspannungen definiert
und die maximal übertragbaren Kontaktschubspannungen angibt. Allgemein kann aber dennoch
angenommen werden, dass die Richtung der Kontaktschubspannungen immer entgegengesetzt zur
Richtung der (angestrebten) Bewegung25 ist, die Kontaktschubspannungen sind im übertragenen
Sinne also Reaktionskräfte (Abbildung 2.10).
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Abbildung 2.10: Richtung der Kontaktschubspannungen am Beispiel des linienförmigen Kontakts
bei Kontaktkörpern mit unterschiedlichen Schubmoduli
Die Kontaktschubspannungen in der Kontaktzone zweier Körper mit unterschiedlichen Schubmo-
duli verlaufen somit auf der Oberfläche des einen (steiferen) Körpers nach außen, auf der des
anderen (weicheren) nach innen. Die Verteilung des Kontaktdrucks p (x) (hier für den zweidimen-
sionalen Fall dargestellt) ist unter ausschließlicher Normalbelastung symmetrisch, die Verteilung
der Kontaktschubspannungen τ (x) antimetrisch. Dies ist unter Annahme des COULOMB26schen
25Unter diesen Bewegungen sind die momentanen lokalen Verformungen im Bereich der Kontaktzone zu verstehen.
26CHARLES A. DE COULOMB (1736-1806); französischer Physiker. Er arbeitete auf den Gebieten des Magnetismus,
der Reibung und der Elektrizität und hatte bedeutenden Anteil an der Entwicklung des metrischen Systems der Maße
und Gewichte.
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Modells, in welchem das Verhältnis zwischen Druck und Schub mittels der Proportionalitätsbe-
ziehung |τ (x)| = µ0p (x) für die maximal übertragbare Kontaktschubspannung definiert ist, in
Abbildung 2.11 dargestellt. Der Wert µ0 ist der Haftbeiwert der jeweils untersuchten Materialkon-
stellation.
komplettes
Haften
partielles
Gleiten
HaftenGleiten
-0,2
+0,2 +0,6
+1,0-0,6-1,0
0,2
0,4
0,6
0,8
1,0
Haften Gleiten
... Kontaktnormalspannung
(Kontaktdruck)
... Kontaktschubspannung
... maximaler Kontaktdruck
... Haftbeiwert
... Halbachse der ellipsenf rmigen Kontaktzone (Kontaktellipse)ö
p
F r die Kontaktk rper 1 und 2
gilt .
ü ö
Abbildung 2.11: Verteilung von Kontaktnormal- und Kontaktschubspannungen unter Normalkraft-
belastung über einer Hauptachse der Kontaktzone für Kontaktkörper mit Oberflä-
chen 2. Ordnung28
Beim realen Rollkontakt treten zusätzlich zu dem formschlüssig übertragenen Kontaktdruck auch
tangential zur Kontaktfläche Kräfte und Belastungen auf, die beispielsweise auf form- oder kraft-
schlüssig übertragene Antriebs- und Bremskräfte oder Spurführungskräfte zurückzuführen sind.
Darauf und auf weitere Phänomene, die dem Rollkontakt, insbesondere von Rad und Schiene,
eigen sind, soll gesondert im folgenden Abschnitt 2.2.4 eingegangen werden.
2.2.4 Modelle für die Beschreibung von Rollkontakt und Kinematik von Rad und Schiene
Bei der Untersuchung des Rollkontakts von Rad und Schiene sind die Besonderheiten der Kine-
matik des rollenden Rades und der Schiene zu berücksichtigen. Es treten in der Kontaktzone der
Kontaktkörper, die unterschiedliche Schubmoduli besitzen, auch dann Kontaktschubspannungen
auf, wenn keine äußeren Tangentialbelastungen durch Anfahren, Bremsen, Spurführung o.ä. ein-
wirken. Dieses Verhalten wird sowohl durch das Auftreten von Haften und Gleiten als auch durch
die elastischen Deformationen der beiden Körper bestimmt. Die Größe des Gleitbereiches nimmt
dabei mit steigenden Tangentialkräften zu, bis dieser sich über die ganze Kontaktfläche erstreckt.
Die Gleitbereichsgröße wird im Wesentlichen durch den Schlupf bestimmt.
28Die Kontaktschubspannungen sind auf der Kontaktzone des oberen, weicheren Kontaktkörpers aufgetragen, vgl.
auch Abbildungen 2.9 und 2.10.
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Dabei ist zunächst zwischen globalem und lokalem Schlupf zu unterscheiden. Der lokale Schlupf,
die tangentiale Relativverschiebung zweier kontaktierender Teilchen, ist charakterisiert durch die
lokale Gleitgeschwindigkeit s˙, wie sie später für die Formulierung der Tangentialkontaktbedingun-
gen (Abschnitt 3.5.4) verwendet werden soll29. Maßgebend ist der globale Schlupf, der in vektori-
eller Form mit
S˙ =
V −Ω×R
‖VRef‖ [dimensionslos] (2.1)
formuliert werden kann. Er entspricht der auf eine beliebige Referenzgeschwindigkeit30 VRef be-
zogenen Relativgeschwindigkeit aus der Differenz der Fahrgeschwindigkeit (translatorische Ge-
schwindigkeit) und der Umfangsgeschwindigkeit des rollenden Rades. Dieser globale Schlupf
kann durch die Deformation der Kontaktpartner erklärt werden.
Die Kontaktkräfte sorgen für eine Abplattung des rollenden Körpers sowie eine Verformung der
Unterlage im Berührpunkt, wobei es zu der Differenz zwischen der translatorischen Geschwin-
digkeit der Schiene und Umfangsgeschwindigkeit des rollenden Rades kommt. Zur Vereinfachung
der Vorstellung sei angenommen, dass sich das Rad mit der Winkelgeschwindigkeit Ω um eine
raumfeste Achse dreht, während sich die Fahrbahn unter ihr mit der Geschwindigkeit V, wel-
che der translatorischen Schwerpunktsgeschwindigkeit des rollenden Rades entspricht, hinweg-
bewegt. Der globale Schlupf kann dabei in die Richtungen des Koordinatensystems zerlegt wer-
den, der Längsschlupf tritt dabei in Schienenrichtung auf. Die Ursache dafür ist, dass sich die
Umfangsgeschwindigkeit im Kontaktpunkt und die translatorische Geschwindigkeit des rollenden
Rades unterscheiden. Beispielsweise ist beim Anfahren die Umfangsgeschwindigkeit größer als
die Schwerpunktsgeschwindigkeit, beim Bremsen kehrt sich das Verhältnis um. Die Komponen-
te Längsschlupf besitzt beim Anfahren somit ein negatives Vorzeichen und ist genauso wie der
Querschlupf, der sich aus Quer- und Wankbewegungen und dem noch zu untersuchenden Schräg-
lauf zusammensetzt [BÖHMER 2004], eine dimensionslose Größe (Abbildung 2.12). Zum allge-
meinen dreidimensionalen Fall gehört noch der so genannte Bohrschlupf, der im Wesentlichen
V
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Abbildung 2.12: Globaler Schlupf am rollenden Rad, Lastfall Bremsen
29Vektoren werden im Folgenden mit fettgedruckten Buchstaben dargestellt.
30Bezüglich der Wahl der Referenzgeschwindigkeit VRef existiert keine einheitliche Regelung. Im Rahmen dieser
Arbeit soll als die Referenzgeschwindigkeit die translatorischen Schwerpunktsgeschwindigkeit des rollenden Rades
VRef = V gewählt werden.
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aus dem Kontaktwinkel und dessen Änderung bei der Querverschiebung des Radsatzes gegenüber
der Schiene sowie eventuellen Wendebewegungen resultiert. Er entspricht der normierten Win-
kelgeschwindigkeit um die Flächennormale der Kontaktfläche und besitzt die Einheit [1/Länge].
Der auftretende Schlupf ist, vereinfacht gesehen, von Rollradius, Rollgeschwindigkeit, Winkelge-
schwindigkeit sowie den Haft- und Gleitverhältnissen abhängig. Er beeinflusst das Verhalten im
Kontaktpunkt und ist somit bei der Lösung des Tangentialkontaktproblems zu berücksichtigen.
Das von CARTER entwickelte Lösungsmodell für das Tangentialkontaktproblem beim Rollkon-
takt [CARTER 1926] beruht auf dem zweidimensionalen Fall eines unendlich langen, auf einer
Ebene rollenden Zylinders (vgl. auch Anhang A.4). Wird dabei das Normalkontaktproblem mit
einem konstanten Haftbeiwert nach HERTZ (Anhang A.2) gelöst, so ist unter der Voraussetzung
elastischer Halbräume und der Annahme glatter Oberflächen sogar eine exakte analytische Lösung
möglich. CARTER entdeckte, dass sich die Kontaktschubspannungsverteilung als Differenz zweier
Ellipsen, oder bei entsprechender Normierung durch zwei Kreise ermitteln lässt (Abbildung 2.13).
Bei bereits kleinem Schlupf existiert am Einlaufrand ein Haftbereich, in dem selbst der Schlupf
Null ist und in welchem bei Annahme des COULOMBschen Gesetzes die Kontaktschubspannung
kleiner als das Produkt aus Haftbeiwert µ0 und HERTZschem Kontaktdruck p ist, während im sich
anschließenden Gleitbereich q = µp mit dem Gleitbeiwert µ gilt.
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Abbildung 2.13: Verteilung der Kontaktschubspannungen beim Rollen an der Oberfläche der Kon-
taktpartner nach [CARTER 1926], Lastfall Anfahren
Der Übergang zwischen Haften und Gleiten führt dabei zu einem deutlichen Knick in der Kontakt-
schubspannungsverteilung. Je größer die Traktion (beim Antreiben oder Bremsen) und damit der
Schlupf ist, um so stärker wächst die Länge des Gleitgebietes an. Diesbezügliche Details können
dem Anhang A.4 entnommen werden. Während sich CARTER mit dem Rollkontakt eines unendli-
chen Zylinders auf einer Ebene auseinandersetzte, untersuchte FROMM [FROMM 1927] den Kon-
takt zweier aufeinander abrollender Zylinder und fand eine ähnliche, aber nicht mehr geschlossen
lösbare Formulierung.
Im dreidimensionalen Fall ist die Lösung des Kontaktproblems um einiges schwieriger, da die
Grenze zwischen Haft- und Gleitbereich eine zunächst unbekannte Kurve innerhalb der Kontakt-
fläche ist [ERTZ 2003]. Mit der Annahme eines kreisförmigen Haftgebietes gelang es JOHNSON31
[JOHNSON 1985], die Haftbedingungen dort exakt zu erfüllen. Allerdings ließ sich das COU-
LOMBsche Reibgesetz nicht überall einhalten, weil Gleitgeschwindigkeit und Kontaktschubspan-
31KENNETH L. JOHNSON (geb. 1922); Professor in Cambridge. Von ihm stammen bedeutende Arbeiten auf den
Gebieten der Kontaktmechanik sowie der Tribologie.
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nungen teilweise gleich und nicht entgegengesetzt gerichtet sind. Deshalb handelt es sich bei der
Lösung von JOHNSON auch um eine Näherungslösung, die jedoch recht gut mit experimentell er-
mittelten Daten übereinstimmt. Die Herleitung der JOHNSONschen Gleichungen erfolgte zunächst
ohne die Berücksichtigung von Spin (Rotation um senkrechte Achse).
Der Theorie liegt dabei eine geometrische Aufteilung des Kontaktbereiches zugrunde, wie sie in
Abbildung 2.14 gegeben ist. Der Haft- und der Gleitbereich besitzen dabei die gleiche Richtung
der Hauptachsen und ein gleiches Achsenverhältnis und fallen am Einlaufrand zusammen. Somit
sind die Kontaktschubspannungen am einlaufenden Rand wie bei CARTER Null. Am auslaufenden
Rand tritt eine Gleitzone auf, welche sich mit ansteigender Tangentialbelastung ausdehnt. Man
kann sich dabei eine Zerlegung der Kontaktellipse in Streifen parallel zur Rollrichtung vorstellen,
wobei in jedem Streifen die Spannungen und der Schlupf aus der Lösung von CARTER für den
zweidimensionalen linienförmigen Kontakt (Abbildung 2.13) übernommen werden können.
Es ist offensichtlich, dass dabei, wie oben erwähnt, Gebiete auftreten, in denen nach der Streifen-
methode Haften auftreten müsste, tatsächlich aufgrund der dreidimensionalen Betrachtung jedoch
Gleiten herrscht. Die schattierten Bereiche in Abbildung 2.14 geben diese Gebiete an, in denen das
COULOMBsche Reibgesetz, nachdem die Richtung der Kontaktschubspannungen entgegengesetzt
zur Gleitrichtung sein muss, nicht erfüllt ist.
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Abbildung 2.14: Kontaktschubspannungen über der Kontaktzone und Einteilung in Gleit- und
Haftbereich (dreidimensionale Betrachtung)33
Wie deutlich gemacht wurde, existieren zahlreiche mittels Experimenten überprüfte Theorien zur
Untersuchung bestimmter Phänomene beim Rollkontakt. Werden jedoch die Probleme spezieller
oder treten Verknüpfungen derselben auf, so ist es oft nicht mehr möglich, analytische und vor al-
lem physikalisch deutbare Lösungen aufzufinden: eine numerische Behandlung ist unumgänglich.
33Vgl. auch [JOHNSON 1985].
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Abschnitt 2.3 soll dazu genutzt werden, die Anwendung numerischer Methoden zu motivieren und
speziell zu wählende Betrachtungsweisen aufzuzeigen und zu begründen.
2.3 Phänomene zwischen Rad und Schiene – Motivation einer numerischen Betrachtung
Bei allen bisher vorgestellten Zugängen für die Untersuchung des Rollkontakts handelt es sich um
analytische und semianalytische Methoden, welche lediglich für die Untersuchung von Problem-
stellungen bei einer stark vereinfachten Abbildung der Realität geeignet sind.
Meist sind bereits die Voraussetzungen für die Anwendung der HERTZschen Theorie (vgl. Ab-
schnitt 2.2.3) bei allgemeinen Problemstellungen nicht erfüllt, so dass eine analytische Beschrei-
bung des Normalkontakts unzutreffende Lösungen liefert. Hinsichtlich der wirklichkeitsnahen Er-
fassung des Kräftespiels in der Kontaktfläche zwischen Rad und Schiene sind die Auswirkungen
von Idealisierungen einzuschätzen:
1. Obwohl nicht vorausgesetzt wird, dass die im Kontaktbereich auftretenden Verschiebungen
und Verzerrungen zwingend klein sind, so kann unterstellt werden, dass diese Verformungen
klein gegenüber den in der Kontaktfläche vorhandenen Krümmungsradien und allen übrigen
Abmessungen der Kontaktkörper sind.
2. Sowohl die Oberflächen des Rades als auch der Schiene lassen sich nur für stark vereinfach-
te Vergleichsrechnungen mittels Kurven 2. Ordnung approximieren. Es kann somit nicht
vom reinen Punktkontakt ausgegangen werden. Bei bestimmten Kontaktsituationen, insbe-
sondere beim Hohlkehlenkontakt34, handelt es sich um den so genannten konformen, al-
so flächigen, Kontakt, welcher mittels der HERTZschen Theorie nicht beschrieben werden
kann. Ferner können Kontaktkonstellationen auftreten, in denen es zum Mehrpunktkontakt
kommt. Selbst wenn die Methode der äquivalenten Profilkrümmungsradien nach KNOTHE
[KNOTHE & STICHEL 2003] zur Anwendung kommt, ist eine Untersuchung der Problem-
stellung beim Bogenlauf kritisch.
3. Im allgemeinen Fall sind die Deformationen von Rad und Schiene nicht ausschließlich ela-
stisch, es treten auch plastische Deformationen beim Überschreiten der Elastizitätsgrenze
auf. Das führt dazu, dass bei Annahme der HERTZschen Theorie der maximale Kontakt-
druck über- und die Ausdehnung des Kontaktgebietes unterschätzt wird. Außerdem lassen
sich materielle Nicht-Linearitäten mit der HERTZschen Theorie nicht berücksichtigen.
4. Die Oberflächen von Rad und Schiene sind keineswegs glatt, sondern weisen eine gewisse
Rauigkeit auf (vgl. Abschnitt 2.1). Diese Rauigkeit führt dazu, dass der Kontakt nicht in der
gesamten Kontaktzone kontinuierlich stattfindet, sondern nur in den Hochpunkten der rau-
en Oberflächen der Körper (vgl. auch Abbildung 3.8), so dass die nominelle Kontaktfläche
nicht mit der wahren Kontaktfläche, also der Summe der mikroskopischen Kontaktflächen,
übereinstimmt. Für jeden dieser Einzelkontaktpunkte kann der Kontaktdruck in Normalen-
richtung (theoretisch) festgestellt werden, was aufgrund der Mikrotopologie zu sehr starken
Schwankungen in der Kontaktdruckverteilung führt (Abbildung 2.15). Um eine makrosko-
pische Kontaktberechnung durchführen zu können, ist somit eine statistische Mittelwertbil-
dung oder eine Einführung konstitutiver Kontaktgesetze erforderlich.
Allein diese genannten Aspekte führen dazu, dass selbst für Normalkontaktuntersuchungen, wel-
che unter der Annahme von Materialgleichheit und der Gültigkeit der Halbraumtheorie losgelöst
34 Hohlkehlenkontakt tritt auf, wenn der Radsatz beispielsweise durch Schräglauf mit einem der Spurkränze gegen die
Schiene läuft. Dann kommt es zur formschlüssigen Spurführung, indem sich die Kontaktzone in der Kehle zwischen
Lauffläche und Spurkranzflanke sowie der inneren Schienenkopfflanke einstellt.
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Abbildung 2.15: Kontaktdruckverteilung bei glatten und rauen Oberflächen (Abbildung nach
[KNOTHE et al. 2001])
vom Tangentialkontakt durchgeführt werden könnten, die Anwendung einfacher, analytischer Lö-
sungen auf das Rad-Schiene-Problem nicht möglich ist.
Zudem ist eine der wichtigsten Voraussetzungen für die Anwendung der HERTZschen Theorie
nicht erfüllt, nämlich die Annahme glatter Oberflächen. Bei realen technischen Oberflächen tritt
immer, wie in Abschnitt 2.1 beschrieben, Haften und Gleiten auf, was die Übertragung tangentialer
Belastungen erst ermöglicht. Auch wenn für die Berechnung von Tangentialkontakt Lösungen für
spezielle Problemstellungen existieren, so muss zudem das Rollen des Rades mitbetrachtet werden,
da dieses, wie in Abbildung 2.16 für komplettes Haften dargestellt, auch einen Einfluss auf die
Kontaktschubspannungsverteilung hat.
Wie in den vorangegangenen Abschnitten erläutert wurde, lassen sich nur für bestimmte Mate-
rialpaarungen, Geometrien etc. Lösungen geschlossen angeben. Phänomene wie plastisches Ma-
terialverhalten, Einflüsse von Temperaturänderungen, Zeitveränderlichkeiten, geometrische und
physikalische Nicht-Linearitäten, große Verformungen, komplizierte geometrische Verhältnisse,
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Abbildung 2.16: Kontaktschubspannungsverteilung beim statischen Kontakt und beim Rollkontakt
(Abbildung nach [BUFLER 1959])
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Verschleiß und viele andere mehr bleiben unberücksichtigt. Allein nicht-lineare Effekte und die
zu berücksichtigenden Kontakt-Randbedingungen erlauben eine exakte analytische Lösung nicht
mehr. Es ist offenkundig, dass der Einsatz numerischer Verfahren für die hinreichend genaue
Lösung der Differentialgleichungen besonders auf dem Gebiet der Kontaktmechanik unumgäng-
lich ist. Dies lässt, aufgrund der fortgeschrittenen Möglichkeiten der Computertechnik, die nahezu
vollständige Behandlung von Nebenbedingungen zu [ZANG et al. 1998].
Momentan sind zahlreiche numerische Methoden zur Lösung von Differentialgleichungen unter
Berücksichtigung von Nebenbedingungen bekannt. Will man die tatsächliche Gestalt von Rad und
Schiene berücksichtigen, so sind numerische Methoden einzusetzen, welche die Diskretisierung
der ganzen Körper beinhalten.
Als erfolgreich hat sich seit den 60er Jahren der Einsatz der Finite-Element-Methode (FEM) er-
wiesen, deren Erfolg im Wesentlichen auf den folgenden anzuwendenden grundlegenden Verfah-
rensschritten basiert [BATHE 1990]:
• schwache Formulierung der zu lösenden Aufgabe,
• Diskretisierung der Formulierung mit finiten Elementen,
• effektive Lösung des sich ergebenden Finite-Element-Gleichungssystems.
Im Rahmen der Anwendung der Finite-Element-Methode ist das zu betrachtende Gebiet in ein-
fach berandete Untergebiete, die finiten Elemente, zu unterteilen. Die Ansätze für Geometrie und
Verschiebungsfelder etc. werden lokal getroffen. Dieses Vorgehen vereinfacht die Gebiete, für
welche die Bewegungsdifferentialgleichungen, bei denen es sich um nicht-lineare partielle Dif-
ferentialgleichungen (DGL) handelt, ausgewertet werden müssen und ermöglicht darüber hinaus,
verschiedene Randbedingungen zu berücksichtigen. Die grundlegenden Schritte zur Berechnung
von kontinuierlichen Systemen sind in Abbildung 2.17 angegeben.
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Abbildung 2.17: Prinzipskizze zur Methode der finiten Elemente
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Es ist erkennbar, dass die Einbindung von Ansätzen zur Untersuchung spezieller Problemstellun-
gen und kontinuumsmechanischer Eigenschaften über Differentialgleichungen erfolgen muss. Das
geschieht meist auf der Basis von Variationsverfahren, worauf an dieser Stelle aber nicht näher
eingegangen werden soll. Die Aufstellung der Differentialgleichungen erfolgt jeweils allgemein-
gültig unter Benutzung integraler, also schwacher Formulierungen (vgl. Abschnitt 3.4.2), so dass
es für die Struktur des zu untersuchenden Gesamtsystems bei Beachtung entsprechender Rand-
und Anfangsbedingungen (Abschnitt 3.4.1) und Verknüpfungen über konstitutive Beziehungen
(Abschnitt 3.3.4) kaum Einschränkungen gibt, wenn die adäquaten Element-Formulierungen exi-
stieren oder gefunden werden können.
Ohne auf die Formulierung der beim Rad-Schiene-Kontakt erforderlichen kontinuumsmechani-
schen, kinematischen und konstitutiven Beziehungen und die Aufstellung der entsprechenden Dif-
ferentialgleichungen einzugehen (vgl. Kapitel 3), soll an dieser Stelle eine erste Überlegung zur
Idealisierung und Diskretisierung des Rad-Schiene-Systems erfolgen.
Wie bereits erwähnt, soll im Rahmen dieser Arbeit der Kontakt von Rad und Schiene vom Ge-
samtsystem entkoppelt sein und losgelöst betrachtet werden (Abbildung 2.18). Die Verknüpfung
mit dem Gesamtsystem soll über das adäquate Aufbringen von Belastungen und Randbedingun-
gen erfolgen. Auf der Basis der Abstraktion und der Modellbildung des zu untersuchenden Sy-
stems ist es mit Hilfe der Finite-Element-Methode möglich, nach einer entsprechenden Diskre-
tisierung der Struktur die gewünschten Untersuchungen und Berechnungen durchzuführen. Die
numerischen Werkzeuge für die verschiedensten Problemstellungen sind dazu in großer Vielfalt
bereits vorhanden (vgl. [BATHE 1990]). Selbst die numerische Behandlung von Aufgaben unter
Berücksichtigung von statischen oder dynamischem Kontakt gehört bereits zum Stand der Technik
[KALKER 1967, CURNIER 1984, WRIGGERS 1995].
Ebenso sind Untersuchungen über Spannungsverteilungen im Inneren von Körpern, Temperatur-
einflüsse, Eigendynamik rollender Räder etc. längst Inhalt vieler Forschungsprojekte. Die Un-
tersuchungsergebnisse werden auch industriell angewendet. Eine dreidimensionale Analyse des
nicht-linearen Rollkontakts inklusive aller dynamischen Effekte von Rad und Schiene ist wün-
schenswert und hat in den letzten Jahren zu einer verstärkten Entwicklung von Simulationsmodel-
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Abbildung 2.18: Zur Modellbildung im Rad-Schiene-System
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len geführt. Vorteil der Methode der finiten Elemente ist die ganzheitliche Betrachtung des Rad-
Schiene-Kontakts unter Berücksichtigung derWechselwirkung zwischen Systemkomponenten und
Kontaktverhalten. Somit sollten auch plastische Verformungen und gyroskopische35 Effekte für die
Prognose von Verschleiß einbezogen werden können.
Dafür muss das verwendete Simulationsmodell so umfangreich und genau wie möglich sein, was
im Fall von Rollkontakt folgendes Problem aufwirft: Man stelle sich das Rad und die Schiene
zweidimensional abstrahiert als eine Scheibe auf einer Ebene vor. Zur Berechnung mit der Fini-
te-Element-Methode müssen die Systemkomponenten diskretisiert und mit Randbedingungen und
Belastungen versehen werden. Dies ist für den Fall des statischen Kontakts noch vergleichswei-
se einfach (Abbildung 2.19). Die Struktur wird mit einem Finite-Element-Netz überzogen, die
vermutete Kontaktzone erfährt eine feinere Diskretisierung, um auftretende Kontaktspannungen
hinreichend genau bestimmen und darstellen zu können. Kontaktgesetze werden ausgewählt, die
gewünschten Berechnungen können durchgeführt werden. Die sehr feine Diskretisierung kann auf
das Gebiet der vermuteten Kontaktzone beschränkt werden. Diese wird dabei immer gleich blei-
ben, auch wenn sich möglicherweise Kontakte öffnen und schließen. Das Gebiet der Kontaktzone
bleibt identisch und kann damit festgelegt werden.
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Abbildung 2.19: Finite-Element-Diskretisierung – Statischer Kontakt
Doch im Fall des Rollens eines zylindrischen Körpers, einer Scheibe oder auch eines Rades auf
einer Unterlage ergibt sich das Problem, dass sich der Ort des Kontakts ständig ändert. Auch wenn
nur Momentaufnahmen, also Untersuchungen zu definiert diskreten Zeitpunkten, vorgenommen
werden, so ist doch die Auswertung unterschiedlicher Kontaktstellungen erforderlich. Dies führt
zu der Fragestellung, wie die Diskretisierung des vorliegenden Problems vorzunehmen ist. Sol-
len Ergebnisse zu unterschiedlichen Zeitpunkten ausgewertet werden, wäre nur die diesbezügliche
Kontaktzone sehr fein zu diskretisieren. Dafür müssten spezielle numerische Methoden zur An-
passung des Netzes an die aktuelle Konfiguration eingeführt werden. Andernfalls wäre eine sehr
feine Diskretisierung aller Gebiete erforderlich, die möglicherweise einmal Kontaktzone sind (vgl.
Abbildung 2.20).
Des Weiteren ergibt sich daraus die Frage, wie mit der Diskretisierung der Schiene zu verfahren
ist, welches Stück ausgewählt wird und wie lang die zurückgelegte Wegstrecke des Rades auf der
Schiene ist. Dabei ist im Auge zu behalten, welche Geschwindigkeiten beim Rollen eines realen
Rades auftreten und wie groß daher dabei die zurückgelegte Wegstrecke ist. Somit muss für dyna-
mische Berechnungen das Zeitintervall bei der Analyse mit zunehmender Geschwindigkeit immer
kleiner gewählt werden, um die Veränderung der Kontaktfläche hinreichend genau beschreiben
35Vgl. auch [WETZEL 2000].
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Abbildung 2.20: Finite-Element-Diskretisierung – Rollkontakt
zu können. Der numerische Aufwand derartiger Berechnungen ist allerdings als unvertretbar hoch
einzuschätzen.
Bei der Untersuchung von Rollkontakt müssen in geeigneterWeise zwei unterschiedliche Problem-
stellungen berücksichtigt werden: die lokal auftretende Kontaktmechanik und die Strukturmecha-
nik der Kontaktpartner. NACKENHORST führt dafür in [NACKENHORST 1992a] eine relativkine-
matische Formulierung ein, welche es ermöglicht, die Kinematik des Rollens in einer konvektiven
Basis zu beschreiben. Dies entspricht einem Beobachter, welcher auf der Achse des rollenden
Rades mitfährt. Betrachtet wird dabei die Bewegung eines speziellen Teilchens, welches sich mo-
mentan an einem bestimmten Ort befindet.
Somit ist es dann möglich, unabhängig von der Rollgeschwindigkeit eine Diskretisierung zu be-
nutzen, welche derjenigen bei der statischen Analyse von Kontakt ähnlich ist (Abbildung 2.19).
Der numerische Aufwand der Untersuchung des Rollkontakts wird sich somit im Rahmen des
Aufwandes statischer Problemstellungen bewegen. Dabei wird gleichzeitig die große Starrkörper-
bewegung des rollenden Rades separiert.
Der mechanische Hintergrund einer solchen relativkinematischen Formulierung soll in den fol-
genden Abschnitten dargestellt (2.4) und anschließend auf die Problemstellung des Kontakts des
rollenden Rades mit der Schiene (2.5) angewendet werden.
2.4 Die relativkinematische Beschreibung von Rad und Schiene
2.4.1 Mögliche kontinuumsmechanische Betrachtungsweisen
Die kinematische Formulierung eines Problems stellt, wie in Abschnitt 2.2.4 dargelegt, den ma-
thematischen Rahmen zur Beschreibung der Geometrie von Körpern bereit. In der Mechanik sind
dafür zwei Betrachtungsweisen bekannt: die LAGRANGE36sche und die EULER37sche Betrach-
tungsweise, die in ihrer Kombination im Rahmen einer relativkinematischen Betrachtungsweise
für die Formulierung der Kinematik des Rollkontakts verwendet werden sollen. Es sei daher an
dieser Stelle zunächst auf die Grundideen dieser beiden Betrachtungsweisen eingegangen.
36JOSEF LOUIS LAGRANGE (1736-1812); Mathematiker in Turin, Berlin und Paris. Von ihm stammen bahnbrechende
Arbeiten auf dem Gebiet der Variationsrechnung und der Theorie analytischer Funktionen.
37LEONHARD EULER (1707-1783); deutscher Mathematiker. Er wirkte in Berlin und St. Petersburg und hatte viel-
fältige mechanische Interessen. So entwickelte er z. B. die Differentialgleichungen der Balkenbiegung und der Stab-
knickung und war außerdem Begründer der Variationsrechnung.
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2.4.2 Die LAGRANGEsche Betrachtungsweise
In der LAGRANGEschen Betrachtungsweise wird ein einzelnes Teilchen, welches sich in der be-
trachteten Konfiguration bewegt, beobachtet. Der Weg dieses Teilchens wird dabei als Funktion
der Zeit beschrieben und als Bahnlinie bezeichnet, welche der geometrische Ort aller Raumpunkte
ist, welche ein materieller Punkt während seiner Bewegung durchläuft. Das Teilchen kann dabei
seine Form und sein Volumen ändern, jedoch gilt der Satz von der Erhaltung der Masse und des
Impulses in der Form des zweiten NEWTON38schen Axioms. Demnach muss die Impulsänderung
pro Zeit gleich der Summe der auf das Teilchen wirkenden Kräfte sein, eine Forderung, die bei der
Formulierung der Bewegungsgleichung (Abschnitt 3.4.1) ausgenutzt wird. Da diese Betrachtungs-
weise die Geschichte eines bestimmten materiellen Teilchens mit Veränderung des Ortes und der
Zeit verfolgt, wird die LAGRANGEsche Betrachtungsweise auch als materielle Betrachtungsweise
bezeichnet. Sie wird insbesondere in der Festkörpermechanik angewendet.
2.4.3 Die EULERsche Betrachtungsweise
Die EULERsche Betrachtungsweise hingegen entspricht der Beobachtung einer bestimmten (phy-
sikalischen) Größe an einem festen Ort mit Veränderung der Zeit. Es wird demnach nicht ein spe-
zielles Teilchen, sondern eine oder mehrere Zustandsgrößen und deren Änderung mit der Zeit an
einem bestimmten Ort beschrieben. In der EULERschen Betrachtungsweise wird als Bezugspunkt
ein beliebiger Punkt innerhalb oder außerhalb des zu betrachtenden Volumens gewählt. Da mit
der EULERschen Betrachtungsweise untersucht wird, welches Teilchen zur Zeit t einen bestimm-
ten Ort X einnimmt und wie sich dieses Partikel zu diesem Zeitpunkt bewegt, also die Ereignisse
an einem bestimmten Raumpunkt mit Veränderung der Zeit betrachtet, wird sie auch als räum-
liche Betrachtungsweise bezeichnet. Diese Betrachtungsweise wird häufig in der Fluidmechanik
angewendet. Es sei noch darauf hingewiesen, dass die Bewegung, die in EULERschen Koordina-
ten beschrieben wird, eineindeutig, also eindeutig und eindeutig invertierbar, sein muss. Dies wird
durch die Forderung
J = det
∂χ (X, t)
∂X
6= 0 (2.2)
angegeben. Diese JACOBI39-Determinante einer Bewegung muss also stets verschieden von Null
sein, sie entspricht der Determinante des Deformationsgradienten der Bewegung.
2.4.4 Wahl der bevorzugten Betrachtungsweise
Bei der Untersuchung der Kinematik des Rollkontakts ist es offensichtlich, dass sich die Bewegung
aus mehreren Anteilen zusammensetzt, welche sich nicht in geeigneter Weise ausschließlich in der
einen oder der anderen Betrachtungsweise formulieren lässt. So sind LAGRANGE-Formulierungen
zur Beschreibung von Materialverhalten und freien Oberflächen sehr gut geeignet, beinhalten aber
Schwierigkeiten beim Verfolgen jedes Materiepunktes auf dem gesamten Verformungsweg, insbe-
sondere bei großen Verformungen und damit bei der Beschreibung des Rollens.
Ferner sind LAGRANGE-Formulierungen bei größeren Problemstellungen numerisch schlecht
handhabbar, da sie selbst bei stationären Rollvorgängen aufwändiger expliziter Zeitschritt-
Integrationsverfahren bedürfen. EULERsche Formulierungen hingegen eignen sich schlecht zur
38SIR ISAAC NEWTON (1643-1727); englischer Mathematiker und Physiker. Er war der bedeutendste Wissenschaftler
seiner Zeit und legte die Grundlagen für die Differential- und Integralrechnung. Weltberühmt wurde Newton für seine
Arbeiten auf den Gebieten der Mathematik, der Optik, der Mechanik und der Gravitation.
39CARL GUSTAV JACOB JACOBI (1804-1851); Dozent in Berlin und Königsberg. Er veröffentlichte bedeutende Ar-
beiten über die Umkehrbarkeit von Funktionen und partielle Differentialgleichungen.
34 2 Ausgangsüberlegungen und grundsätzliche Betrachtungen
Beschreibung freier Oberflächen. Ein weiterer Nachteil ist, besonders im Hinblick auf die spätere
numerische Umsetzung, das Auftreten so genannter konvektiver Effekte, welche durch die Re-
lativbewegung zwischen Materiepunkten und dem gewählten Bezugspunkt entstehen und in den
Bilanzgleichungen zu berücksichtigen sind.[WALL 1999].
Es erscheint daher sinnvoll, eine gemischte LAGRANGE-EULER-Betrachtungsweise zu benutzen,
welche die Vorteile der beiden Betrachtungsweisen kombiniert. Die Grundidee für eine solche ge-
mischte Betrachtungsweise entstammt der Strömungsmechanik. Dort wurde ursprünglich im Rah-
men der LAGRANGEschen Betrachtungsweise das Netz im Fluid eingebettet, was den Vorteil der
klaren Darstellbarkeit von Grenzflächen besitzt, im Fall von starken Verwirbelungen oder Ablö-
sungserscheinungen, welche bei Fluiden von besonderem Interesse sind, versagt allerdings dieser
Zugang und es ist somit eine andere mechanische Betrachtungsweise erforderlich [WILLE 2005].
Die erwähnten Strömungsstörungen sind hingegen mit der EULERschen Betrachtungsweise gut
beschreibbar, welche allerdings wiederum problematisch bezüglich der exakten Betrachtung von
Grenzflächen ist. So wurde in der Strömungsmechanik speziell zur Berechnung von Fluid-
Struktur-Interaktionen eine gemischte EULER- und LAGRANGEsche Betrachtungsweise einge-
führt, in welcher das Rechengitter in Anlehnung an die Strömung so zu bewegen ist, dass dem
Netz eine kontinuierliche Möglichkeit der „Regeneration“ gegeben wird, um den jeweiligen spe-
ziellen Anforderungen an Auflösung und Genauigkeit untersuchter Größen Rechnung zu tragen
(vgl. dazu beispielsweise [DONEA 1983]).
2.5 Die Arbitrary LAGRANGian-EULERian (ALE)-Betrachtungsweise40 – Der mitbewegte
Beobachter
2.5.1 Grundgedanke der ALE-Betrachtungsweise
Genauso wie Fluide führt das rollende Rad große Bewegungen aus, eine Tatsache, die eine rela-
tivkinematische Beschreibung des Kontinuums erforderlich macht (vgl. Abschnitt 2.3). Im Gegen-
satz zur Bewegung der Fluide ist es aber stets möglich, die Rollbewegung des Rades in eine große
Starrkörperbewegung (die Rotation des Rades), und, in Abhängigkeit vom Material, in kleine oder
zumindest moderate elastische Deformationen zu zerlegen. Die Starrkörperbewegung des Rades
kann somit als Führungsbewegung separiert und getrennt betrachtet werden. Der Grundgedanke
dieser ALE-Betrachtungsweise in der Rollkontaktmechanik ist also die Einführung einer beliebig
bewegten Referenzkonfiguration, die weder mit der materiellen, noch der räumlichen Konfigura-
tion zusammenfällt. Dies ist möglich, da sich grundsätzlich jede Bewegung eines Körpers durch
eine Vielzahl überlagerbarer Konfigurationen beschreiben lässt.
2.5.2 Zerlegung der Bewegung in der ALE-Betrachtungsweise
In der ALE-Betrachtungsweise wird zusätzlich zur materiellen (LAGRANGEschen) und räumlichen
(EULERschen) Konfiguration eine Zwischen- oder Referenzkonfiguration eingeführt, welche die
Grundlage der Zerlegung der Gesamtbewegung zwischen Ausgangs- und Momentankonfiguration
ist. In Abbildung 2.21 ist diese Zerlegung schematisch dargestellt.
Bei der Untersuchung der Bewegung des rollenden Rades erfolgt demnach eine Zerlegung der
Bewegung ψ in einen Anteil aus der Starrkörperbewegung χ und einen Anteil aus der Verfor-
mung ϕ. Die Ausgangskonfiguration entspricht der mathematischen AbbildungX der materiellen
40Diese Bezeichnung der gemischten EULER- LAGRANGEschen Betrachtungsweise entstammt der englischen Spra-
che. Die Kurzform ALE entspricht dabei den Anfangsbuchstaben dieser englischen Bezeichnung und soll im Folgen-
den ausschließlich zur Anwendung kommen.
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Abbildung 2.21: Zerlegung der Bewegung in der ALE-Betrachtungsweise
PunkteX eines Körpers B, wobei ψ die Bewegung des Körpers unter der Einwirkung der äußeren
Belastungen in materiellen Koordinaten beschreibt. Die materiellen Punkte nehmen dann den Ort
x = ψ (X, t) (2.3)
ein. Die Zerlegung dieser Bewegung lässt sich mathematisch mit
ψ = ϕ ◦ χ (2.4)
beschreiben. Die Abbildungχ ist mit der bekannten Führungsgeschwindigkeit des rollenden Rades
verknüpft und führt zur Referenzkonfiguration, ein Vorgang, der sich in EULERschen (räumlichen)
Koordinaten formulieren lässt. Die Abbildungϕ entspricht der Verformung der Teilchen relativ zur
Referenzkonfiguration, die sich aufgrund der abgespaltenen Starrkörperbewegung am Ort χ befin-
den und wird in LAGRANGEschen (materiellen) Koordinaten angegeben. Gleichung 2.3, welche
den Ort der materiellen Teilchen beschreibt, kann daher in der Form
x = ϕ (χ (X, t) , t) (2.5)
geschrieben werden. Die Gleichung 2.5 beschreibt somit, dass der Ort x eines materiellen Teil-
chens in der aktuellen Konfiguration von der Zeit t sowie von der Deformation ϕ bezüglich der
Referenzkonfiguration abhängig ist und die Lage der Referenzkonfiguration wiederum von der Zeit
t sowie der Bewegung χ bezogen auf den OrtX in der Ausgangskonfiguration abhängt. Diese Zu-
sammenhänge sind bei der relativkinematischen Formulierung der Bewegung zu berücksichtigen,
die entsprechenden Details sollen in Abschnitt 3.2 erläutert werden.
2.5.3 Die Vor- und Nachteile der ALE-Betrachtungsweise
Die Anwendung der ALE-Betrachtungsweise erfordert die systematische Transformation der
Spannungs- und Verzerrungsbeziehungen, der Bewegungsgleichungen, der Kontaktformulierun-
gen und kontinuumsmechanischen Prinzipe. Es ist ferner von Nachteil, dass es bei Anwendung der
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beschriebenen relativkinematischen Formulierung nicht möglich ist, die Geschichte eines materi-
ellen Teilchens zu betrachten, also besonders bei der Beschreibung des Tangentialkontakts und der
Analyse von Materialeigenschaften mit Gedächtnis Schwierigkeiten auftreten. Außerdem sind ge-
sonderte Betrachtungen des Materialflusses durch die Grenzen des Gebietes, also an den „Enden“
der Schiene, erforderlich. Eine große Anzahl von Vorteilen lässt die Anwendung dieser Betrach-
tungsweise aber dennoch sinnvoll und erfolgversprechend erscheinen:
• Das stationäre Rollen kann als räumliches Problem zeitunabhängig beschrieben werden, so-
mit kann in diesem Fall auf den Einsatz von rechenintensiven Zeitschrittintegrationsverfah-
ren verzichtet werden.
• Die Verdichtung des Netzes bei der Untersuchung von Kontakt kann auf den direkten Kon-
taktbereich beschränkt werden, wodurch sich die Anzahl der Knotenfreiheitsgrade und damit
auch der Rechenaufwand in der Finite-Element-Betrachtung erheblich reduziert.
• Es ist eine unmittelbare räumliche Beschreibung der Dynamik möglich, da die Genauigkeits-
analyse auf die Ortsdiskretisierung beschränkt werden kann.
2.5.4 Zur Interpretation der ALE-Betrachtungsweise und Besonderheiten der relativkine-
matischen Formulierung
Die ALE-Betrachtungsweise kombiniert also die Vorteile der EULERschen Feldrepräsentati-
on durch Eliminierung der expliziten Zeitabhängigkeit und der individuellen LAGRANGE-
Beschreibung mit bekannter Referenzkonfiguration. In den vorigen Abschnitten wurde gezeigt,
dass der Unterschied der verschiedenen Betrachtungsweisen hauptsächlich in der Lage der Refe-
renzkonfiguration, welche hier mitR bezeichnet werden soll, besteht. Es soll anhand des nachfol-
genden Beispiels (Abbildung 2.22) noch einmal darauf eingegangen werden, damit die Unterschei-
dung deutlich wird. Gewählt wird dafür ein kreisförmiger Körper, welcher sich unter Belastung in
einen elliptischen Körper verformt.
In der LAGRANGEschen Betrachtungsweise ist in der Regel die Referenzkonfiguration R mit der
materiellen KonfigurationM identisch (vgl. Abbildung 2.22(a)). Das Finite-Element-Netz (durch-
gezogene graue Linie), welches gewissermaßen die Rolle des Beobachters übernimmt, befindet
sich daher ebenfalls in der materiellen Konfiguration. Daher ist ein KnotenK des Netzes identisch
mit dem Ortsvektor X eines Punktes P in der Ausgangskonfiguration. Somit sind die materiellen
Linien (schwarze gestrichelte Linien), die auf den Körper eingeprägt werden können, identisch
mit dem Finite-Element-Netz, welches sich in Bewegung mit der Materie befindet. Im verformten
Zustand des Körper besitzt der Punkt P den Ortsvektor x. Es ist offensichtlich, dass die mate-
riellen Linien und somit ebenfalls die finiten Elemente große Verformungen erfahren, womit im
Rahmen einer LAGRANGEschen Betrachtungsweise starke Nicht-Linearitäten zu verzeichnen sind
und diese einer numerischen Behandlung daher schwerer zugänglich sind.
In der EULERschen Betrachtungsweise ist die Referenzkonfiguration R identisch mit der räum-
lichen (spatial) Konfiguration S (vgl. Abbildung 2.22(b)). Daher befindet sich auch das Finite-
Element-Netz in der räumlichen Konfiguration und ein KnotenK ist identisch mit dem Ortsvektor
eines Punktes in der räumlichen Konfiguration x. Die materiellen Linien, welche mit dem Finite-
Element-Netz zusammen fallen, müssen demnach auch in der räumlichen Konfiguration gezeich-
net werden und in der materiellen Konfiguration den in Abbildung 2.22(b) links gezeichneten
Zustand haben. Da aber das Finite-Element-Netz unverrückbar im räumlichen Koordinatensystem
ist, würden sich bei einer weiteren Verformung des Körpers die Knoten, die auf dem Rand des
Netzes sind, sich nicht mehr auf dem Rand des Körpers befinden, was der größte Nachteil der
EULERschen Betrachtungsweise ist.
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In der ALE-Betrachtungsweise wird eine beliebige Konfiguration als ReferenzkonfigurationR ein-
geführt (Abbildung 2.22(c)), welche weder mit der materiellen (M) noch mit der räumlichen (S)
zusammenfällt. Es ist offensichtlich, dass bei einer geeigneten Wahl dieser Referenzkonfigurati-
on die Verformung der Elemente des Finite-Element-Netzes, welches eine beliebige Bewegung
durchführt, deutlich geringer ausfällt als in der klassischen LAGRANGEschen Betrachtungsweise.
Der Vorteil dieser ALE-Betrachtungsweise besteht auch darin, dass die Randknoten auch Knoten
des Randes bleiben wie in der LAGRANGEschen Betrachtungsweise und das Finite-Element-Netz
gleichmäßiger und weniger stark verformt sind, wie dies in der EULERschen Betrachtungsweise
der Fall wäre.
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Abbildung 2.22: Beispiel zur Unterscheidung der Betrachtungsweisen41
Im Fall der Untersuchung von Rollkontakt ist ein ALE-Betrachter als auf der Achse eines rol-
lenden Rades rotierend mitbewegt vorstellbar. Er beobachtet die Bewegung eines speziellen, aber
unbestimmten Teilchens, welches sich momentan an einem bestimmten Ort χ befindet. Die ALE-
Formulierung kann demnach als ein sich über einen materiellen Körper bewegendes Netz oder
als räumliche Diskretisierung mit sich durch das Finite-Element-Netz bewegendem Material von
Rad und Schiene interpretiert werden. Für die Schiene kann diese Betrachtungsweise unter der
Voraussetzung angewendet werden, dass für die Berechnungen ein Schienenstück verwendet wird,
welches lang genug ist, um davon ausgehen zu können, dass sich der Energiefluss am Ende und
Anfang aufhebt und somit die Lokalität des Problems gewährleistet ist.
41 Es sei an dieser Stelle noch darauf hingewiesen, dass materielle Größen sowie Operatoren mit Großbuchstaben (bei-
spielsweiseGRAD,X) und räumliche Größen und Operatoren mit Kleinbuchstaben (beispielsweise grad, x) gekenn-
zeichnet sind. Operatoren bezüglich der Referenzkonfiguration werden mit großen Anfangsbuchstaben (beispielsweise
Grad) und Größen in selbiger mit Kleinbuchstaben angegeben und mit einem ˆ. . . (beispielsweise vˆ) gekennzeichnet.
38 2 Ausgangsüberlegungen und grundsätzliche Betrachtungen
Damit sind die Grundgedanken für eine relativkinematische Beschreibung des rollenden Kontakts
zweier Körper angegeben, in Kapitel 3 sollen die für eine Umsetzung im Rahmen der Methode
der finiten Elemente erforderlichen Gleichungen auf der Grundlage einer kontinuumsmechanisch
konsistenten Theorie hergeleitet und dargestellt werden.
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3 Kontinuumsmechanische Grundgleichungen zur Untersuchung von Roll-
kontakt in der Arbitrary LAGRANGian-EULERian (ALE)- Betrachtungs-
weise
3.1 Grundgedanken
Die numerische Behandlung von Kontaktproblemen und insbesondere von Rollkontakt mit der
Finite-Element-Methode erfordert die Beschreibung der Geometrie, Aussagen bezüglich der Kon-
taktgesetze, Variationsformulierungen und ebenso die Entwicklung entsprechender numerischer
Algorithmen. In den folgenden Abschnitten wird daher auf die erforderlichen theoretischen Zu-
sammenhänge für die numerische Untersuchung von Rollkontakt eingegangen. Die im Detail zu
betrachtenden Aspekte sind dabei:
• die kinematische Beschreibung der Körper,
• die Beschreibung der Geometrie und der Kontaktmechanik,
• die schwache Formulierung des Kontakts,
• die Diskretisierung der kontaktierenden Körper,
• die Formulierung der konstitutiven Beziehungen,
• die entsprechenden Kontaktsuche-Algorithmen sowie
• die numerischen Methoden.
In den folgenden Abschnitten soll auf wesentliche Merkmale und theoretische Grundzusammen-
hänge dieser Teilaspekte eingegangen werden, wobei sich dieses Kapitel auf die Kinematik, die
Formulierung der Bewegungsgleichung und die Beschreibung der Geometrie und der Kontakt-
mechanik beschränkt. Spezielle numerische Methoden hingegen sind Gegenstand von Kapitel 4,
die Verifikation der entwickelten Algorithmen erfolgt anhand geeigneter numerischer Beispiele in
Kapitel 5.
3.2 Relativkinematische Beschreibung von Rad und Schiene
3.2.1 Allgemeine Grundlagen
Aufgrund der in der Kontaktfläche erforderlichen sehr feinen Diskretisierung wurde in Ab-
schnitt 2.5 die ALE-Betrachtungsweise zur Beschreibung der Kinematik kontaktierender Körper
eingeführt, um aufwendige transiente Formulierungen vermeiden zu können. Die Grundidee ist die
Einführung einer beliebigen Referenzkonfiguration, welche weder mit der materiellen noch mit der
räumlichen Konfiguration zusammenfällt. Mit Abbildung 3.1 sei an dieser Stelle Abbildung 2.21
noch einmal in vereinfachter Form wiedergegeben, um die aus dieser relativkinematischen Zerle-
gung der Bewegung resultierenden Erfordernisse mathematisch formulieren zu können. Dabei sind
bezüglich der Schreibweise von Operatoren, Ableitungen und Größen folgende Konventionen zu
beachten:
• Kleinbuchstaben charakterisieren räumliche Koordinaten beziehungsweise Größen und Ope-
rationen der räumlichen Konfiguration, z. B. x, grad (. . . ).
• Großbuchstaben stehen für materielle Koordinaten beziehungsweise Größen und Operatio-
nen der materiellen Konfiguration, z. B.X, GRAD(. . . ).
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Abbildung 3.1: Relativkinematische Beschreibung – Zerlegung der Bewegung in der ALE-Be-
trachtungsweise
• Die gemischte Schreibweise z. B. Grad (. . . ) beziehungsweise mit ˆ(. . . ) gekennzeichnete
Variablen werden für Größen in der Referenzkonfiguration verwendet.
Bei der Untersuchung der Bewegung des rollenden Rades erfolgt eine Zerlegung der Bewegung
ψ in einen Anteil aus der Starrkörperbewegung χ und einen Anteil aus der Verformung ϕ. Diese
Zerlegung lässt sich mathematisch nach Gleichung 2.3 mit
ψ = ϕ ◦ χ (3.1)
beschreiben. Die Abbildung χ ist mit der bekannten Führungsgeschwindigkeit des rollenden Ra-
des verknüpft und wird in EULERschen (räumlichen) Koordinaten formuliert. Die Abbildung ϕ
entspricht der Bewegung der Teilchen relativ zur starrkörperbewegten Referenzkonfiguration und
wird in LAGRANGEschen (materiellen) Koordinaten angegeben.
Die Beschreibung der Bewegung von Teilchen selbst erfolgt zweckmäßigerweise mit Hilfe von
Geschwindigkeiten. Dabei sei:
V = V (X, t) die materielle Geschwindigkeit (3.2)
(die Geschwindigkeit eines materiellen Teilchens zum Zeitpunkt t),
v = v (x, t) die räumliche Geschwindigkeit (Geschwindigkeit eines Teilchens, (3.3)
welches zum Zeitpunkt t den Ort x einnimmt) und
v (ϕ, t) die Geschwindigkeit eines materiellen Teilchens (3.4)
in der relativkinematischen Basis.
Im Rahmen einer kontinuumsmechanisch konsistenten Theorie muss dabei
V (X, t) = v (x, t) = v (ϕ, t) (3.5)
mit
x = ψ (X, t) (3.6)
3.2 Relativkinematische Beschreibung von Rad und Schiene 41
gelten. Die Geschwindigkeit des materiellen Teilchens in der relativkinematischen Basis v (ϕ, t)
setzt sich dabei somit offensichtlich aus zwei Anteilen
v = vˆ + c (3.7)
zusammen. Dies ist zum einen die Relativgeschwindigkeit
vˆ =
∂ϕ
∂t
∣∣∣∣
χ
, (3.8)
welche diejenige Geschwindigkeit ist, mit welcher sich die Teilchen relativ zur starrkörperbeweg-
ten Referenzkonfiguration bewegen. Zum anderen ist dies die konvektive Geschwindigkeit
c = Gradϕ ·w, (3.9)
welche diejenige Geschwindigkeit der Referenzkonfiguration transformiert in die Ausgangskon-
figuration darstellt und sich aus dem relativen Gradienten und der Führungsgeschwindigkeit w
ergibt. Diese Führungsgeschwindigkeit entspricht der Starrkörpergeschwindigkeit des rollenden
Rades
w = χ˙ =
dχ
dt
=
∂χ
∂t
∣∣∣∣
X
=
∂χ
∂t
∣∣∣∣
χ
+Ω× χ. (3.10)
Für den Fall stationären Rollens erfährt das rollende Rad eine zeitunveränderliche ( ∂χ
∂t
∣∣
χ
= 0)
Starrkörperrotation. Somit kann die Starrkörperbewegung des Rades (bei Geradeausfahrt) nach
Gleichung 3.10 durch dessen Geschwindigkeit
χ˙Rad = Ω× χ (3.11)
beschrieben werden. Die Geschwindigkeit der Starrkörperbewegung der Schiene beträgt
χ˙Schiene = VSchiene, (3.12)
wobei VSchiene diejenige Geschwindigkeit ist, mit welcher die elastische Schiene translatorisch
unter dem Rad hinwegbewegt wird.
3.2.2 Materielle und lokale Zeitableitungen
Zur detaillierten Beschreibung der Kinematik eines beliebigen Körpers sind unabhängig von der
gewählten Betrachtungsweise materielle und lokale Zeitableitungen erforderlich.
Die materielle Zeitableitung beschreibt die Änderung, welche ein materieller Punkt erfährt. Sie
entspricht im mathematischen Sinne der totalen Zeitableitung. Physikalisch stellt die materielle
Zeitableitung die Änderung einer mechanischen Größe f eines materiellen Teilchens während
seiner Bewegung in Bezug auf einen festen Ursprung dar. In der Ausgangskonfiguration beträgt
die materielle Zeitableitung einer beliebigen Funktion somit
df
dt
=
∂f
∂t
∣∣∣∣
X
, (3.13)
da die Ausgangskonfiguration selbst keine Änderung erfährt. Wird nicht die Ausgangskonfigurati-
on, die jeweilige Bezugskonfiguration ist durch die Indizierung gekennzeichnet, sondern eine be-
liebige andere als Referenzkonfiguration gewählt, so ist die Änderung der Zustandsgrößen infolge
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der Veränderung der Referenzkonfiguration gegenüber der Ausgangskonfiguration zu berücksich-
tigen. In der in dieser Arbeit verwendeten ALE-Betrachtungsweise bedeutet dies für die materielle
Ableitung einer beliebigen Funktion f
df
dt
=
∂f
∂t
∣∣∣∣
χ
+
∂f
∂χ
dχ
dt
, (3.14)
wobei der erste Summand der lokalen Ableitung in der Referenzkonfiguration, also der zeitlichen
Änderung der Größe f bei festgehaltenem Ort, und der zweite Summand dem konvektiven Anteil
entspricht, welcher die Änderung der Größe f aufgrund der Starrkörperbewegung χ der materiel-
len Punkte beschreibt.
Der erste Term des zweiten Summanden ist dabei zugleich der Gradient der betrachteten Größe
in der Referenzkonfiguration Grad f . Da mit Gleichung 3.10 für den zweiten Anteil des Sum-
manden auch die Führungsgeschwindigkeit χ˙ = w der Starrkörperbewegung geschrieben werden
kann, ergibt sich die materielle Ableitung einer beliebigen Größe f in der Referenzkonfiguration
(Gleichung 3.14) aus
df
dt
=
∂f
∂t
∣∣∣∣
χ︸ ︷︷ ︸
lokale Zeitableitung
+ (Grad f) · χ˙︸ ︷︷ ︸
konvektiver Anteil
. (3.15)
Die möglichen auftretenden Zeitableitungen können somit zusammenfassend dargestellt werden:
• materielle Zeitableitung: Ein Beobachter verfolgt einen Punkt und stellt die zeitlichen Än-
derung der mechanischen Größen dieses Punktes während seiner Bewegung in Bezug auf
einen festen Raumpunkt fest. Die materielle Zeitableitung entspricht im mathematischen
Sinne dem totalen Differential.
• lokale Zeitableitung: Sie beschreibt die zeitliche Änderung von Größen an einem festen
Ort, also derjenigen materiellen Teilchen, die diesen Raumpunkt passieren und somit die
Änderungsrate in einem festen Punkt.
• konvektive Ableitung: Sie beinhaltet die zeitliche Änderung von Eigenschaften zwischen
benachbarten Punkten zu einem festen Zeitpunkt, also die zeitliche Veränderung von Größen,
welche aufgrund der Ortsveränderlichkeit der Feldeigenschaften eintritt.
Nach ALTENBACH [ALTENBACH & ALTENBACH 1994] ist für zeitunabhängige (stationäre) Grö-
ßen die lokale Ableitung Null, die konvektive Ableitung aber verschieden von Null. Es sei noch
darauf hingewiesen, dass stationäres Rollen zeitunabhängig ist und somit die lokalen Ableitungen
der Geschwindigkeit und Bahnbeschleunigung zu Null werden.
3.2.3 Bemerkungen zur Gradientenbildung
Der allgemeine Gradient, wie er in Abschnitt 3.2.2 zuerst verwendet wurde, ist allgemein ge-
sprochen eine Funktion eines Skalarfeldes, welche die Änderungsrate und die Richtung der Än-
derung in Form eines Vektorfeldes angibt. Der Gradient, der sich formal als Ableitungsoperator
interpretieren lässt, ist damit eine Verallgemeinerung der Ableitung für Funktionen von mehreren
Veränderlichen, er existiert nur dann, wenn die Funktion des Skalarfeldes bezüglich aller Koordi-
natenrichtungen partiell differenzierbar ist. Er ist aus geometrischer Sicht ein Vektor, welcher in
Richtung des stärksten Anstiegs eines Skalarfeldes weist, der Betrag des Gradienten gibt somit die
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Stärke des Anstiegs an. In der Kontinuumsmechanik werden spezielle Gradienten eingeführt und
verwendet, um die Veränderlichkeit spezieller Größen zu beschreiben.
So ist der Deformationsgradient eine Größe, welche den Zusammenhang zwischen einer ur-
sprünglichen und der aktuellen Lage herstellt. Für die Beziehungen zwischen Linienelemen-
ten in Momentan-, Referenz- oder Ausgangskonfiguration müssen bei der gewählten ALE-
Betrachtungsweise somit folgende Beziehungen zur Verfügung gestellt werden:
dx = FdX, (3.16)
dϕ = Fˆdχ, (3.17)
dχ = F˜dX. (3.18)
Dabei ist mit dx beziehungsweise dX ein Linienelement in der aktuellen beziehungsweise der Aus-
gangskonfiguration gemeint, dϕ hingegen kennzeichnet ein Linienelement der aktuellen Konfigu-
ration bezogen auf die ALE-Referenzkonfiguration und dχ ein solches der Referenzkonfiguration
mit Bezug auf die Ausgangskonfiguration.
Die Deformationsgradienten, welche die Lage- und Formänderung eines differentiellen Elemen-
tes durch eine lineare Abbildung beschreiben (in Abbildung 3.2 beispielhaft für den Zusam-
menhang zwischen Ausgangszustand und Referenzzustand dargestellt), sind dabei in der ALE-
Betrachtungsweise wie folgt herzuleiten:
materieller Deformationsgradient F = GRADx = Fˆ · F˜
= Gradϕ ·GRADχ, (3.19)
relativer Deformationsgradient Fˆ = Gradϕ, (3.20)
Deformationsgradient der Starrkörperbewegung F˜ = GRADχ = R˜. (3.21)
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Abbildung 3.2: Zur Definition des Deformationsgradienten
Dabei enthält die Koeffizientenmatrix des Deformationsgradienten alle partiellen Ableitungen der
Koordinaten der Momentankonfiguration nach den Koordinaten der jeweiligen Bezugskonfigura-
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tion. Dies sei am Beispiel des materiellen Deformationsgradienten
F =

∂x1
∂X1
∂x1
∂X2
∂x1
∂X3
∂x2
∂X1
∂x2
∂X2
∂x2
∂X3
∂x3
∂X1
∂x3
∂X2
∂x3
∂X3

(3.22)
dargestellt, welcher auf die Menge der materiellen Linienelemente der Ausgangskonfiguration
wirkt und diese in die Momentankonfiguration transformiert [ALTENBACH & ALTENBACH 1994].
Die Deformationsgradienten zweier Bewegungen sind dann identisch, wenn sich diese Bewegun-
gen lediglich durch eine (Starrkörper-) Translation unterscheiden. Die Referenzkonfiguration ist
im vorliegenden Fall der ALE-Betrachtungsweise aufgrund der Starrkörperbewegung, welche der
Rotation des rollenden Rades entspricht, verzerrungsfrei, weshalb der Deformationsgradient der
Starrkörperbewegung F˜ (Gleichung 3.21) dem Rotationstensor R˜ mit
˙˜R · R˜T = Ω˜ (3.23)
entspricht. Der Vektor Ω˜ ist mit dem Vektor der Winkelgeschwindigkeiten ω durch
Ω˜ · a = ω × a (3.24)
assoziiert, wobei a ein beliebiger Vektor ist, womit die Komponentenmatrix für Ω˜ mit
Ω˜ =
 0 −ω3 ω2ω3 0 ω1
−ω2 ω1 0
 (3.25)
angegeben werden kann und die Rotationsgeschwindigkeit der Starrkörperbewegung beschreibt.
Detaillierte Aussagen bezüglich der Charakteristika von Rotationstensoren finden sich in
[BRANNON 2002b]. Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass es sich bei dem Rotationstensor um
einen orthogonalen Tensor handelt, für welchen beispielsweise
R˜T · R˜ = R˜ · R˜T , R˜−1 = R˜T sowie det R˜ = 1 (3.26)
gilt.
Mit Hilfe von Deformationsgradienten lassen sich ebenfalls die Zusammenhänge zwischen
Flächen- beziehungsweise Volumenelementen der verschiedenen Konfigurationen ableiten. So gilt
beispielsweise für das differentielle Volumen in aktueller, materieller und Referenzkonfiguration
dv = detF dV = det Fˆ dvˆ, (3.27)
wobei die Determinante des Deformationsgradienten exakt der JACOBI-Determinante
J = detF bzw. Jˆ = det Fˆ (3.28)
entspricht [KÜTTLER 2001]. Genaue Spezifikationen zur JACOBI-Determinante in der numeri-
schen Umsetzung finden sich in Anhang B.1.2, für weitere detaillierte Erläuterungen sei auf Grund-
lagenliteratur bezüglich der Kontinuumsmechanik (zum Beispiel [BETTEN 1993, RIEMER 1993,
ALTENBACH & ALTENBACH 1994]) verwiesen.
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Im Rahmen der hier angewendeten ALE-Betrachtungsweise entspricht der Deformationsgradient
der Starrkörperbewegung F˜ exakt dem Rotationstensor R˜ (Gleichung 3.21), womit für den mate-
riellen Deformationsgradienten nach Gleichung 3.19
F = Fˆ · R˜ (3.29)
gilt. Es kann gezeigt werden, dass für die JACOBI-Determinante
J = Jˆ (3.30)
geschrieben werden kann und ein Volumenelement in der Ausgangskonfiguration identisch mit
einem Volumenelement in der Referenzkonfiguration
dV = dvˆ (3.31)
ist.
Der Geschwindigkeitsgradient beinhaltet die Herleitung der kinematischen Beziehungen über die
zeitliche Änderung des Differenzvektors zweier benachbarter materieller Punkte, also eines Li-
nienelementes. Diese Größe ist insbesondere dann wichtig, wenn inelastisches Materialverhalten
untersucht werden soll und dabei der Zusammenhang zwischen der Änderung der Deformation
und der Änderung der Spannung bekannt sein muss. Deshalb ist es erforderlich, mit Hilfe einer
geeigneten Größe, dem so genannten Geschwindigkeitsgradienten, die Deformationsgeschwindig-
keit eines materiellen Teilchens beschreiben zu können. Auch beim Geschwindigkeitsgradienten
muss wieder zwischen dem materiellen, also auf die Ausgangskonfiguration bezogenen, und dem
räumlichen, auf die aktuelle Konfiguration bezogenen, Gradienten unterschieden werden. Die Ge-
schwindigkeitsgradienten beschreiben dabei die zeitliche Änderung von Linienelementen in der
jeweilig gewählten Bezugskonfiguration. Dabei ist zu bemerken, dass es sich bei der Darstellung
˙(. . . ) immer um eine materielle Zeitableitung, also eine Ableitung bei feststehenden materiellen
Linien (Θi), unabhängig vom Ort des materiellen Punktes, handelt. Der materielle Geschwindig-
keitsgradient
L = F˙ =
˙(dx)
dX
= GRADv =
∂F
∂t
∣∣∣∣
X
(3.32)
beschreibt somit die zeitliche Änderung eines materiellen Linienelementes in der materiellen
(Ausgangs)-Konfiguration und kann in der verwendeten ALE-Betrachtungsweise in die Antei-
le aus Starrkörperbewegung des rollenden Rades und Relativbewegung bezüglich der Refe-
renzkonfiguration zerlegt werden. Detaillierte diesbezügliche Erläuterungen können NACKEN-
HORST [NACKENHORST 2000] entnommen werden. Soll die zeitliche Änderung der Linienele-
mente allerdings auf die aktuelle Konfiguration bezogen werden, so gilt
˙(dx) = l · dx (3.33)
mit
l = L · F−1 = gradv. (3.34)
Diese Größe wird als räumlicher Geschwindigkeitsgradient bezeichnet und kann meist in einen
symmetrischen Anteil und einen schiefsymmetrischen Anteil zerlegt werden. Der symmetrische
Anteil
d =
1
2
(
l+ lT
)
, (3.35)
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wird auch als Streckgeschwindigkeitstensor oder Deformationsgeschwindigkeitstensor bezeich-
net, seine Koordinaten können den Änderungsraten für die Längen und die Winkel materieller
Linienelemente zugeordnet werden. Der schiefsymmetrische Anteil lautet
r =
1
2
(
l− lT ) (3.36)
und ist auch als Drehgeschwindigkeitstensor, Spintensor oder Wirbeltensor bekannt. Seine Koor-
dinaten können den Drehgeschwindigkeiten materieller Linienelemente zugeordnet werden. Die
Geschwindigkeitsgradienten werden zum Aufstellen der Deformations-und Verzerrungstensoren
benötigt. Zusammenfassend kann gesagt werden, dass der räumliche Geschwindigkeitsgradient l
auf die Menge der materiellen Linienelemente in der Momentankonfiguration wirkt und ihre Ver-
änderungsrate (Änderungsgeschwindigkeit) bestimmt [ALTENBACH & ALTENBACH 1994].
3.2.4 Deformations- und Verzerrungstensoren
Verzerrungen liefern eine Aussage, wie sich ein materielles Teilchen deformiert hat, wie sich al-
so beispielsweise die Längen materieller Linienelemente oder deren Winkel zueinander während
der Bewegung geändert haben. Es wird dabei ein Vergleich zwischen einer momentanen und einer
Referenzkonfiguration gezogen, eine Aussage über den zeitlichen Verlauf ist im Deformations-
oder Verzerrungsmaß nicht enthalten. Die Verzerrungen sollen durch Betrachtung der unmittelba-
ren Umgebung eines materiellen Teilchens bestimmt werden. In Abschnitt 3.2.3 wurde der Defor-
mationsgradient, welcher sich auf den gesamten Bewegungsvorgang bezieht, eingeführt. Dieser ist
als Maß für die Formänderungen, d.h. für die Verzerrungen eines Körpers, also die Veränderungen
in der unmittelbaren Umgebung eines Teilchens, nur bedingt geeignet, da er sowohl die Verschie-
bungen, die Verdrehungen als auch die Streckungen beziehungsweise Dehnungen enthält. Reine
Verschiebungen oder Verdrehungen aber sind Starrkörperbewegungen. Dies sind keine Verzerrun-
gen, die Lage einzelner Punkte eines (starren) Körpers zueinander ändert sich nicht.
Es existieren mehrere Möglichkeiten, die Verzerrungen aus der Gesamtbewegung zu extrahieren.
VomDeformationsgradiententensor können beispielsweise die Starrkörperanteile abgespalten wer-
den, ULBRICHT [ULBRICHT 1999] und ALTENBACH [ALTENBACH & ALTENBACH 1994], favo-
risieren wie auch in anderer Grundlagenliteratur zur Kontinuumsmechanik einen anderen Zugang.
Ausgehend vom polaren Zerlegungstheorem, welches für alle nichtsingulären Tensoren 2. Stufe
(ein solcher ist der Deformationsgradient) gilt, wird der Deformationsgradient mit
F = R ·U = V ·R (3.37)
in den die Starrkörperrotation eines materiellen Teilchens bewirkenden RotationstensorR und den
rechten (U) beziehungsweise den linken (V) Strecktensor aufgespalten. Die Unterscheidung von
rechtem (U) und linkem (V) Strecktensor ist darin begründet, dass die Reihenfolge von Streckung
und Starrkörperbewegung vertauscht werden kann (vgl. Abbildung 3.3). Der RotationstensorR ist
dabei ein orthogonaler Tensor und es gilt somit wie in Gleichung 3.26 eingeführt
RT ·R = R ·RT sowie detR = 1. (3.38)
Bei der verwendeten ALE-Zerlegung ist zu beachten, dass der Deformationsgradient der Starr-
körperbewegung F˜ nach Gleichung 3.21 exakt dem Rotationstensor der Starrkörperbewegung R˜
entspricht. Die in Abschnitt 3.2.3 für diesen speziellen Rotationstensor bezüglich seiner Eigen-
schaften getroffenen Aussagen sind dabei für alle allgemeinen Rotationstensoren gültig. Detaillier-
te Angaben zu Herleitung und Transformation von Rotationstensoren können [BRANNON 2002b]
entnommen werden.
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Abbildung 3.3: Polare Zerlegung des Deformationsgradienten nach [SCHLEBUSCH 2005]
Die in Gleichung 3.37 eingeführte polare Zerlegung ist für alle Deformationsgradienten unabhän-
gig von der Referenzkonfiguration gültig. Da die Berechnung der Strecktensoren U und V aber
spezieller mathematischer Operationen bedarf [ALTENBACH & ALTENBACH 1994], werden diese
im Allgemeinen nicht zur Definition von Formänderungen beziehungsweise Verzerrungen verwen-
det, die polare Zerlegung soll also möglichst vermieden werden. Ein sinnvolles Verzerrungsmaß
lässt sich nach [SCHLEBUSCH 2005] dann angeben, wenn als Maß für die Längenänderung ei-
nes Linienelementes dX in der Ausgangskonfiguration das Längenquadrat dS beziehungsweise
ds in der Momentankonfiguration betrachtet und dabei die Definition der Linienelemente nach
Gleichung 3.16 verwendet wird:
dS2 = dX · dX = (F−1· dx) · (F−1· dx) = dx· ((F−1)T · F−1) · dx = dx·(F · FT )−1· dx
=: dx ·B−1 · dx (3.39)
ds2 = dx · dx = (F · dX) · (F · dX) = dX · (FT · F) · dX
=: dX ·C · dX. (3.40)
Der symmetrische Links-CAUCHY42-GREEN43-Tensor (Gleichung 3.39)
B = F · FT = Fˆ · FˆT , (3.41)
aus dem sich die Starrkörperrotation wegen der Orthogonalität des Rotationstensors (Glei-
chung 3.38) eliminieren lässt, und der ebenfalls symmetrische Rechts-CAUCHY-GREEN-Tensor
(Gleichung 3.40)
C = FT · F (3.42)
sind somit unabhängig von Starrkörperbewegungen und können daher zur Quantifizierung der Ver-
zerrungen eingeführt werden. Dabei gilt mit Gleichung 3.37 auch
B = V2 sowie C = U2. (3.43)
42AUGUSTIN CAUCHY (1789-1857); französischer Ingenieur und Mathematiker. Er wurde bekannt als Autor bedeu-
tender Beiträge zur Elastizitätstheorie und zur Funktionentheorie.
43GEORGE GREEN (1793-1841); Studien- und Lehrtätigkeit in Cambridge. Er veröffentlichte wichtige Arbeiten auf
den Gebieten der Elektrizitätslehre und des Magnetismus und war ferner Begründer der Potentialtheorie.
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Der Links-CAUCHY-GREEN-Tensor ist ein räumlicher Deformationstensor und lässt sich explizit
durch den relativen Deformationsgradienten beschreiben, der materielle Rechts-CAUCHY-GREEN-
Tensor folgt nach NACKENHORST [NACKENHORST 2000] aus der inversen Drehtransformation
des auf die Referenzkonfiguration bezogenen Links-CAUCHY-GREEN-Tensors. Analog zu Glei-
chung 3.42 kann der Rechts-CAUCHY-GREEN-Deformationstensor in der Referenzkonfiguration
aus
Cˆ = FˆT · Fˆ (3.44)
hergeleitet werden, für welchen aufgrund der Eigenschaften des materiellen Deformationsten-
sors F (Gleichung 3.19) mit dem Rechts-CAUCHY-GREEN-Tensor der folgende Zusammenhang
gilt:
C = R˜T · Cˆ · R˜. (3.45)
Es erfolgt mit Hilfe dieser CAUCHY-GREEN-Tensoren keine Transformation der Linienelemente
selbst mehr, sondern eine Transformation der Quadrate der Linienelemente (Gleichung 3.39 und
3.40). Mit Gleichung 3.38 gelten ferner die Zusammenhänge
detU = detV = detF (3.46)
und
detB = detC = (detF)2 . (3.47)
Mit Hilfe dieser Tensoren können lokale Verformungen quantifiziert werden, es sei noch darauf
hingewiesen, dass C und B−1 für den unverzerrten Zustand in den Einheitstensor I übergehen.
Meist, insbesondere bei der Formulierung konstitutiver Beziehungen, ist es allerdings erforderlich,
dass die Deformationstensoren für den unverzerrten Zustand, also bei Starrkörperbewegungen oder
in der Referenzkonfiguration nicht identisch mit dem Einheitstensor I sind, sondern den Wert Null
annehmen. Diesbezüglich hat sich nach ALTENBACH [ALTENBACH & ALTENBACH 1994] beson-
ders der GREENsche Verzerrungstensor
E =
1
2
(
FT · F− I) = 1
2
(C− I) (3.48)
bewährt, da er ein symmetrischer Tensor ist und eine anschauliche Deutung der lokalen Verzerrun-
gen von Linienelementen liefert. Eine Aussage über ein gewähltes Verzerrungsmaß ist damit noch
nicht getroffen, es gilt für beliebige, zum Beispiel lineare, Verzerrungsmaße. Er wird aufgrund
der verwendeten materiellen Betrachtungsweise oft auch als LAGRANGEscher Verzerrungstensor
bezeichnet. Aufgrund der Tatsache, dass die Referenzkonfiguration lediglich einer Starrkörperbe-
wegung unterliegt, kann mit
Eˆ =
1
2
(
Cˆ− I
)
(3.49)
auch der auf die ALE-Referenzkonfiguration bezogene Verzerrungstensor mit dem CAUCHY-
GREEN-Tensor Cˆ nach Gleichung 3.44 definiert werden, welcher sich von dem Rechts-CAUCHY-
GREEN-Tensor wiederum lediglich durch die Starrkörperdrehung
E = RT · Eˆ ·R (3.50)
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unterscheidet. Die Hauptdehnungen ändern sich dabei aufgrund der Eigenschaften des Rotations-
tensors nicht [BRANNON 2002b].
Der einer EULERschen Betrachtungsweise zugeordnete Verzerrungstensor ist der ALMANSI44sche
Verzerrungstensor
e =
1
2
(
I−B−1) , (3.51)
der sich auf die aktuelle Konfiguration bezieht. Die Inverse B−1 des Links-CAUCHY-GREEN-
Tensors wird dabei auch als FINGER45-Tensor bezeichnet. Es sei an dieser Stelle noch anzumerken,
dass es sich um symmetrische Tensoren handelt und der Bezug der Verzerrungstensoren zu den je-
weiligen Konfigurationen nur in den zugeordneten materiellen Linien abzulesen ist. Damit wird die
physikalische Eigenschaft eines Tensors, nämlich unabhängig von einer Koordinatendarstellung
zu sein, bestätigt. Die beiden Verzerrungstensoren verschwinden für den unverzerrten Zustand und
lassen sich durch Push-Forward (E⇒ e) beziehungsweise Pull-Back (e⇒ E)-Aktionen ineinan-
der überführen [SCHLEBUSCH 2005].
Unabhängig davon, welche Herleitung für das Verzerrungsmaß verwendet wird, sind alle Verzer-
rungstensoren klassischer Kontinua symmetrische Tensoren 2. Stufe. Die Diagonalelemente der
Matrix der Koordinaten des Verzerrungstensors entsprechen dabei den normalen Verzerrungen,
also den Längenänderungen, die übrigen (Nicht-Diagonal-) Elemente den Schubverzerrungen.
3.3 Kontinuumsmechanische Grundlagen
3.3.1 Allgemeine Anmerkungen
In der Kontinuumsmechanik wird das Verhalten materieller Körper unter äußeren Einwirkungen
untersucht. Dabei geht man von der kontinuierlichen Verteilung der Materie im Raum aus. In den
folgenden Abschnitten sollen Grundlagen der Kontinuumsmechanik, insoweit sie noch nicht unter
dem Gesichtspunkt der Relativkinematik (Abschnitt 3.2) behandelt wurden, sie aber zur Herleitung
einer konsistenten Linearisierung im Rahmen der Anwendung in der Finite-Element-Methode be-
nötigt werden, angegeben werden.
3.3.2 Spannungsvektoren und Spannungstensoren
Kräfte, die an Körpern angreifen, bewirken nicht nur Verformungen, sondern rufen auch innere
Kräfte hervor, es entsteht ein innerer Beanspruchungszustand. Wird ein Körper an einer beliebigen
Stelle geschnitten, so treten daher aufgrund der Einwirkung von äußeren Lasten Schnittkräfte in der
Schnittfläche auf (vgl. Abbildung 3.4). Für die Schnittkräfte gilt an den jeweils gegenüberliegenden
Schnittufern nach NEWTON das Wechselwirkungsgesetz.
Als Maß für die Beanspruchung in einem speziellen Punkt des Körpers gilt der dort herrschen-
de Spannungszustand. Da ein Schnittkraftvektor dabei sowohl auf Flächenelemente der momen-
tanen, als auch der Referenz- oder Ausgangskonfiguration bezogen sein kann, also auf ein Flä-
chenelement der unverformten (dA) oder der verformten Geometrie (da), führt dies zur Definiti-
on unterschiedlicher Spannungsvektoren (vgl. Abbildung 3.5). Es gilt anzumerken, dass für klas-
sische Kontinua keine Oberflächenmomente (wie auch Volumenmomente und Rotationsträghei-
ten) betrachtet werden und somit nur ein Spannungsvektor vorhanden ist. Die Schnittkräfte oder
44EMILIO ALMANSI (1869-1948); italienischer Mathematiker und Physiker mit bedeutenden Entwicklungen auf dem
Gebiet der Elastizitätstheorie, er lehrte an den Universitäten zu Pavia und Rom.
45JOSEPH FINGER (1841-1925); Mathematiker und Physiker. Er beschäftigte sich insbesondere mit den Eigenschaften
isotroper Materialien.
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Abbildung 3.4: Äußere Lasten am Körper und innere Schnittkräfte an gegenüberliegenden Schnitt-
ufern
-spannungen wirken dabei unabhängig von den speziellen Materialeigenschaften der betrachteten
Körper.
Wenn sich die auf einem Flächenelement der aktuellen Konfiguration wirkenden differentiellen
Schnittgrößen mit df angeben lassen, lässt sich der zugehörige Spannungsvektor mit
t =
df
da
(3.52)
definieren. Dieser CAUCHYsche Spannungsvektor t ist ein „wahrer Spannungsvektor“, da er sich
auf die aktuelle, wahre (verformte) Konfiguration bezieht, er ist dabei abhängig von Ort, Zeit so-
wie der Orientierung der Schnittfläche. Der CAUCHYsche Spannungsvektor t beschreibt somit
kein Vektorfeld im eigentlichen Sinne, da er aufgrund verschiedener möglicher Schnittflächen in
einem Punkt den Spannungszustand in diesem Punkt nur im Zusammenhang mit der Schnittflä-
che eindeutig definiert. Es gilt dabei das CAUCHYsche Spannungstheorem (vgl. beispielsweise
[ALTENBACH & ALTENBACH 1994]):
Der CAUCHYsche Spannungsvektor ist ein wahrer Vektor. Die aktuelle Kraft wird auf die aktuelle
Schnittfläche bezogen. Die Gesamtheit der CAUCHYschen Spannungsvektoren für einen Punkt P
unverformter Zustand verformter Zustand
e
1
e
2
e
3
TN
dA
x
tn
da
Abbildung 3.5: Zur Definition der Spannungsvektoren
3.3 Kontinuumsmechanische Grundlagen 51
bestimmt den wahren Spannungszustand für diesen Punkt.
Der wahre Spannungszustand wird durch einen Tensor dargestellt, dieses Tensorfeld ist für klas-
sische Kontinua immer symmetrisch und besitzt daher nur sechs unabhängige Komponenten. Der
dem CAUCHYschen Spannungsvektor zugeordnete Tensor ist der CAUCHYsche Spannungsten-
sor σ mit
t = σ · n, (3.53)
der auch als wahrer Spannungstensor bezeichnet wird und abhängig von Ort und Zeit ist, n ist dabei
die Flächennormale auf dem betrachteten Flächenelement in der momentanen Konfiguration.
Bei dem CAUCHYschen Spannungsvektor und -tensor handelt es sich, wie bereits beschrie-
ben, um Abbildungen des aktuellen Spannungszustandes, sie werden in der momentanen Kon-
figuration angegeben. Wie in Abschnitt 3.2.4 dargestellt müssen sich die Spannungsgrößen
aber auch auf die Ausgangs- oder Referenzkonfiguration beziehen lassen, was nach ALTEN-
BACH [ALTENBACH & ALTENBACH 1994] besonders in der Festkörpermechanik unerlässlich ist.
Die Bezugsfläche ist somit dA in der unverformten Geometrie und daher mit
T =
df
dA
(3.54)
der PIOLA46-KIRCHHOFF47-Spannungsvektor gegeben, womit
t da = T dA (3.55)
gelten muss. Aus diesem Zusammenhang lässt sich ein Spannungstensor, der Erste PIOLA-KIRCH-
HOFF-Spannungstensor,
P = det (F)F−1 · σ = Jσ · F−T (3.56)
ableiten. Er wird auch LAGRANGEscher Spannungstensor genannt und ist ein unsymmetrischer
Tensor, was sich in der rechentechnischen Handhabung als eher ungünstig erweist, dies insbe-
sondere bei Verknüpfungen innerhalb von konstitutiven Beziehungen. Es wird daher ein fikti-
ver Spannungstensor mit symmetrischen Charakter eingeführt, der Zweite PIOLA-KIRCHHOFF-
Spannungstensor
S = F−1 ·P, (3.57)
dem allerdings kein physikalisch interpretierbarer Spannungsvektor zugeordnet werden kann.
Da es sich bei den Spannungsvektoren und -tensoren um räumliche Größen handelt, die kei-
nem materiellen Teilchen zugeordnet sind, lassen sich die eingeführten Transformationsbeziehun-
gen auch bezüglich der ALE-Referenzkonfiguration angeben. Beispielsweise gilt für den Ersten
PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor analog zu Gleichung 3.56
Pˆ = det
(
Fˆ
)
Fˆ−1 · σ = Jˆσ · Fˆ−T . (3.58)
46GABRIO PIOLA (1791-1850); italienischer Wissenschaftler. Er entstammt einer adligen Mailänder Familie und lei-
stete mit der Entdeckung des symmetrischen Spannungstensors einer Elastizitätstheorie fester Körper einen wichtigen
Beitrag. Er wird in der Literatur als feiner, bescheidener Mensch bezeichnet, ihm sind in Mailand eine Statue und ein
Platz gewidmet.
47GUSTAV KIRCHHOFF (1824-1887); deutscher Wissenschaftler. Er entdeckte bereits als Student die Gesetze der
Stromverzweigung. Später war er Professor in Breslau, Heidelberg und Berlin, wo er gemeinsam mit BUNSEN die
Spektralanalyse entwickelte. Er formulierte sein Strahlungsgesetz zur Erklärung der FRAUNHOFERschen Linien, de-
finierte den schwarzen Strahler und ist Autor bedeutender Beiträge auf den Gebieten der Mechanik, der Akustik und
der Elektrizitätsleitung.
52 3 Kontinuumsmechanische Grundgleichungen in der ALE-Betrachtungsweise
So lässt sich beispielsweise der PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungsvektor analog zu Gleichung 3.56
in der ALE-Referenzkonfiguration mit
Tˆ =
df
daˆ
= Pˆ · nˆ (3.59)
und der Zweite PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor analog zu Gleichung 3.57 mit
Sˆ = Fˆ−1 · Pˆ (3.60)
formulieren. Mit den in Abschnitt 3.2.3 eingeführten Zusammenhängen zwischen den Größen der
Ausgangs-, der Referenz- und der Momentankonfiguration lassen sich aufgrund der Eigenschaften
der entsprechenden Deformationsgradienten die Beziehungen zwischen den Spannungstensoren
der materiellen und Referenzkonfiguration mit
P = Pˆ · R˜ (3.61)
sowie
S = R˜T · Sˆ · R˜ (3.62)
ermitteln.
Die physikalische Zuordnung bei der Verknüpfung von Spannungs- und Verzerrungstensoren über
die spezifische innere Energie muss unbedingt beachtet werden, es gilt das Prinzip von den ener-
getisch konjugierten Tensoren. Innerhalb geometrisch linearer Untersuchungen wird meist eine
Formulierung mit dem linearen EULERschen Verzerrungstensor und dem CAUCHYchen Span-
nungstensor verwendet, bei großen Verschiebungen und kleinen Verzerrungen der GREEN-LA-
GRANGEsche Verzerrungstensor mit dem Zweiten PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor. Diese
Verzerrungs- und Spannungstensoren erfüllen das Prinzip der materiellen Objektivität, eine Forde-
rung, die bei Formulierung materialabhängiger Gleichungen zwingend erfüllt sein muss. Weitere
Ausführungen zu diesem Thema finden sich in der entsprechenden Grundlagenliteratur der Konti-
nuumsmechanik, beispielsweise in [ALTENBACH & ALTENBACH 1994] und [ULBRICHT 1999].
3.3.3 Bilanzgleichungen
Bilanzgleichungen dienen der Beschreibung allgemeingültiger Prinzipien und Naturgesetze und
sind dabei unabhängig von den Eigenschaften eines speziellen Kontinuums. Sie werden in integra-
ler Form als globale Aussagen für den Gesamtkörper angegeben, für glatte Felder sind sie als lokale
Aussagen mittels Differentialgleichungen formulierbar. Für sich nicht verändernde Bilanzgrößen
entsprechen die Bilanzgleichungen Erhaltungssätzen. Sie stellen Axiome dar und werden entspre-
chend eingeführt. Die in der Kontinuumsmechanik benötigten mechanischen Bilanzgleichungen
sind dabei die Folgenden:
• die Massenbilanz,
• die Impulsbilanz,
• die Drehimpulsbilanz,
• die Energiebilanz sowie
• die Entropiebilanz.
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Die Gesamtheit aller Bilanzgleichungen ergibt ein unterbestimmtes System zur Berechnung der
Verschiebungs-, Verzerrungs- und Spannungszustände eines Körpers und muss daher durch mate-
rialabhängige Gleichungen (vgl. Abschnitt 3.3.4) ergänzt werden. Die Bilanzgleichungen werden
dabei global auf den Körper oder lokal auf materielle Volumenelemente bezogen. Es kann aber das
Prinzip der lokalen Wirkung ausgenutzt werden, so dass sich Bilanzaussagen für jeden beliebigen
Teil eines Körpers aufstellen lassen.
Massenbilanz und Kontinuitätsgleichung
Es gilt nach ALTENBACH [ALTENBACH & ALTENBACH 1994] das folgende Axiom:
Die MasseM eines materiellen Körpers B bleibt während der Bewegung ψ unverändert.
Die Masse ist dabei durch das Volumenintegral über das Dichtefeld bestimmt und zu allen Zeiten
konstant und somit auch in allen Konfigurationen
M =
∫
v
% dv =
∫
V
%0 dV =
∫
vˆ
%ˆ dvˆ. (3.63)
Aufgrund der in Abschnitt 3.2.3 eingeführten Zusammenhänge zwischen den Größen in der
Ausgangs-, Referenz- und Momentankonfiguration gilt daher
%0 = %ˆ = J %. (3.64)
Mit der Forderung ˙(dm) = 0, dass bei einem materiellen Teilchen kein Massenaustausch über die
umhüllende Oberfläche stattfindet und im Inneren keine Änderung durch Produktion oder Zufuhr
erfolgt, lässt sich somit nach [NACKENHORST 2000] auch der lokale Massenerhalt in der aktuellen
Konfiguration
∂%
∂t
∣∣∣∣
χ
+ % div vˆ + div (%c) = 0 (3.65)
beziehungsweise der Referenzkonfiguration
∂%ˆ
∂t
∣∣∣∣
χ
+ %ˆ div vˆ +Div (%ˆw) = 0 (3.66)
formulieren. Diese Beziehung wird auch als Kontinuitätsgleichung bezeichnet wird. Ein materiel-
les Teilchen, welches die Masse dM , das Volumen dV und die (Ausgangs)-Dichte %0 besitzt, kann
also sein Volumen und seine Dichte ändern, nicht aber seine Masse.
Impulsbilanz - Erhaltung der Bewegungsgröße
Die Impulsbilanz ist die grundlegende Bilanzgleichung zur Beschreibung der Bewegung eines Kör-
pers. Der Impulsvektor i verbindet die Geschwindigkeits- und die Massenverteilung eines Körpers
und ist somit die globale Größe zur Beschreibung des kinetischen Zustandes eines Körpers. Sie
entspricht dabei dem 2. NEWTONschen Grundgesetz für Kontinua. Es gilt folgendes Axiom (vgl.
beispielsweise [ALTENBACH & ALTENBACH 1994]):
47Die Bilanzgleichungen der Thermodynamik werden im Rahmen dieser Arbeit nicht weiter verfolgt.
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Die materielle zeitliche Änderung des Impulses (die zeitliche Änderung des Gesamtimpulses i)
entspricht der Summe aller am Körper angreifenden Nah- und Fernwirkungskräfte (von außen
wirkenden Oberflächen- und Volumenkräfte).
Damit kann die räumliche Impulsbilanz (in der aktuellen Konfiguration) mit
d
dt
∫
v
%v dv =
∫
a
t da+
∫
v
%b dv (3.67)
angegeben werden, wobei t der Spannungsvektor nach Gleichung 3.53 und b die spezifische Vo-
lumenlast ist. Mit Hilfe des GAUSS48schen Integralsatzes in einem zusammenhängenden Gebiet
∫
v
div f dv =
∫
a
f · n da, (3.68)
wonach die Divergenz einer Größe f gleich dem Fluss dieser Größe über die geschlossenen Gren-
zen des Gebietes ist, sowie dem CAUCHY-Theorem (Gleichung 3.53) lässt sich die globale Form
des Impulssatzes (Gleichung 3.67) umformen zu
d
dt
∫
v
%v dv =
∫
a
σ · n da+
∫
v
%b dv =
∫
v
(divσ + %b) dv. (3.69)
Die korrespondierende lokale Form des Impulssatzes kann unter der Voraussetzung der Stetigkeit
und hinreichender Differenzierbarkeit des Integranden in räumlicher Form mit
%
dv
dt
= divσ + %b (3.70)
in der Momentankonfiguration (EULERsche Betrachtung) angeben werden. Gleichung 3.70 wird
auch als räumliche Form der Bewegungsgleichung bezeichnet. Die äquivalente Formulierung in
der ALE-Referenzkonfiguration lautet
%ˆ
dv
dt
= Div Pˆ+ %ˆb (3.71)
auf der Basis der in Abschnitt 3.2.3 eingeführten Zusammenhänge zwischen den Größen der ma-
teriellen und der ALE-Referenzkonfiguration. Diese CAUCHYsche Bewegungsgleichung ist die
Bewegungsgleichung des elastischen Kontinuums und damit eine der wichtigsten Beziehungen
in der Kontinuumsmechanik. Für quasistatische Vorgänge kann der linke Term in Gleichung 3.71,
der den Anteil der Trägheitskräfte charakterisiert, vernachlässigt werden, so dass die CAUCHYsche
Bewegungsgleichung in die lokalen Gleichgewichtsbedingungen übergeht.
Drehimpulsbilanz
Analog zur Impulsbilanz lässt sich die Bilanz des Drehimpulses, einer globalen Größe, welche
den kinetischen Zustand eines Körpers beschreibt, formulieren. Dabei gilt folgendes Axiom (vgl.
beispielsweise [ALTENBACH & ALTENBACH 1994]):
48KARL FRIEDRICH GAUSS (1777-1825); deutscher Astronom, Mathematiker und Physiker. Bahnbrechende Leistun-
gen auf den Gebieten der Mathematik, Physik, Geodäsie und Astronomie gehen auf ihn zurück. Er bewies den Fun-
damentalsatz der Algebra und bearbeitete maßgeblich die Analysis und die Funktionentheorie. GAUSS befasste sich
mit der Berechnung von Planetenbahnen und bewies, wie sich diese auch mit wenigen vorhandenen Daten berechnen
lassen.
3.3 Kontinuumsmechanische Grundlagen 55
Die Änderungsgeschwindigkeit des Gesamtdrehimpulses DO des Körpers in Bezug auf einen
gewählten Punkt O ist gleich dem Gesamtmoment aller von außen auf den Körper wirkenden
Oberflächen- und Volumenkräfte bezüglich des gleichen Punktes O mit dem Ortsvektor x0.
Mit dem globalen Drehimpulsvektor, welcher auch als Drallvektor bezeichnet wird,
D =
∫
v
(x− x0)× %v dv (3.72)
und der Änderungsgeschwindigkeit des Gesamtdrehimpulses
D˙ =MO (3.73)
kann die räumliche Bilanzgleichung
d
dt
∫
v
(x− x0)× %v dv =
∫
v
% ((x− x0)× b) dv +
∫
a
((x− x0)× t) da (3.74)
des Drehimpulses aufgestellt werden. Mit dem GAUSSschen Integralsatz nach Gleichung 3.69,
der Betrachtung beliebiger Teilbereiche des Körpers, der Forderung des Massenerhalts und der
Gültigkeit der Bewegungsgleichung für das elastische Kontinuum (Gleichung 3.70) lässt sich
TT = T und ST = S (3.75)
zeigen. Damit sind sowohl der CAUCHYsche als auch der Zweite PIOLA-KIRCHHOFF-
Spannungstensor symmetrisch. Für den Ersten PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor gilt
P · FT = F ·PT . (3.76)
In der ALE-Referenzkonfiguration lautet diese Beziehung
TˆT = Tˆ, SˆT = Sˆ und Pˆ · FˆT = Fˆ · PˆT . (3.77)
Es sei angemerkt, dass diese Symmetrieeigenschaften bei nicht-klassischen Kontinua (zum Bei-
spiel COSSERAT49-Kontinua) verloren gehen. Die Existenz von Volumenmomenten, Oberflächen-
momenten sowie die Rotationsträgheit materieller Punkte wird nicht berücksichtigt.
Mechanische Energiebilanz
Wenn auf einen Körper Oberflächen- und Volumenkräfte einwirken, so wird an dem betrachte-
ten Körper Arbeit geleistet, durch welche wiederum Deformationen hervorgerufen werden, als
deren Folge der Körper Energie aufnimmt. Die Gesamtenergie eines Systemes ist im Sinne der
NEWTONschen Mechanik additiv in zwei entkoppelte Anteile zerlegbar: die innere Energie und
die kinetische Energie. Für die Energiebilanz gilt somit das folgende Axiom (vgl. beispielsweise
[ALTENBACH & ALTENBACH 1994]):
Die zeitliche Änderung (materielle Zeitableitung) der Energie eines materiellen Körpers (also des-
sen Leistung) ist gleich der Leistung der eingeprägten Kräfte vermehrt um die Wärmeleistung von
Energiequellen im Körper und um die über die Oberfläche eingetragene Wärmeleistung.
49EUGÈNE COSSERAT (1866-1931); französischer Mathematiker und Ingenieur. COSSERAT war Professor für Diffe-
rentialgeometrie an der Universität von Toulouse, wo er insbesondere zu Deformationen von Flächen arbeitete.
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Dies bedeutet, dass die Zunahme der Energie gleich der gesamten äußeren Energiezufuhr ist und
mit
d
dt
∫
v
(
%u+
1
2
%v · v
)
dv
︸ ︷︷ ︸
Innere Energie und kinetische Energie
=
∫
v
% (b · v + r) dv +
∫
a
(t · v − q · n) da
︸ ︷︷ ︸
Leistung der Volumen- und Oberflächenkräfte
(3.78)
daher die Energiebilanz in der Momentankonfiguration wiedergegeben werden kann. Es sind dabei
u die massenspezifische innere Energie, r die massenspezifische Wärmezufuhr und q der Wärme-
flussvektor. Da n dabei die äußere Flächennormale ist, entspricht der Term −q · n der nach innen
gerichteten Wärmeflussdichte und bewirkt somit eine Zufuhr an Wärme. Es ist erkennbar, dass
der erste Term der rechten Seite sowohl einen Zufuhr- als auch einen Produktionsterm besitzt und
somit die mechanische Energie im Allgemeinen keine konservative Größe ist.
Die lokale Formulierung der Energiebilanz in der aktuellen Konfiguration (Gleichung 3.78)
%u˙ = l · ·σ + %r − div q (3.79)
erhält man bei Anwendung des Divergenztheorems (Gleichung 3.68), der lokalen räumli-
chen Impulsbilanz (Gleichung 3.71) und der Betrachtung beliebiger Teilbereiche des Kör-
pers. Entsprechende detaillierte Herleitungen sind der gängigen Fachliteratur zur Kontinuums-
mechanik, beispielsweise [ALTENBACH & ALTENBACH 1994, ULBRICHT 1999], zu entneh-
men. Die entsprechende Formulierung lautet in der ALE-Referenzkonfiguration nach NACKEN-
HORST [NACKENHORST 2000]
%ˆu˙ = Lˆ · ·Pˆ+ %ˆr −Div qˆ. (3.80)
Für die lokale materielle Form der Energiebilanz gilt
%0u˙ = L · ·P+ %0r −DIVQ. (3.81)
Die Terme l··σ und L··P in Gleichung 3.79 und 3.81 sind dabei die auf das räumliche beziehungs-
weise „materielle“ Volumen bezogenen Spannungsleistungen, sie beinhalten die energetische Ver-
knüpfung von Spannungen und Verzerrungen. Dabei sind die Spannungen die intensiven und die
Verzerrungen die extensiven Größen [DOLL 1998].
Entropiebilanz
Die Entropie eines Systems ist in der Thermodynamik eine Zustandsgröße, die den Wärmeaus-
tausch zwischen einem System und seiner Umwelt kontrolliert und im Gegensatz zu den Größen
Masse, Impuls, Drehimpuls und mechanischer Energie keine Erhaltungsgröße ist. Der Satz von
der Erhaltung der Gesamtenergie beschreibt zwar die Möglichkeit der Transformation von einer in
eine andere Energieform, enthält allerdings keine Aussagen über Art, Richtung und eventuelle Re-
versibilität solcher Energietransformationen. Die Entropie kann als Maß dafür angesehen werden,
wieviel Energie irreversibel von nutzbarer in nichtnutzbare (nicht mehr mechanisch umsetzbare)
Energie transformiert wird. Die Entropiebilanz entspricht dem Zweiten Hauptsatz der Thermody-
namik und ist als Axiom wie folgt formulierbar (vgl. [ALTENBACH & ALTENBACH 1994]):
Die zeitliche Änderung (materielle Ableitung) der Entropie
S =
∫
v
%s dv (3.82)
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innerhalb des betrachteten Volumens ist nicht kleiner als die Geschwindigkeit der äußeren Entro-
piezufuhr.
Dabei ist s die spezifische Entropie, die Entropiedichte pro Masseneinheit. Die globale Form der
Entropiebilanz (integrale Form der CLAUSIUS50-DUHEM51-Ungleichung) lautet damit in der Mo-
mentankonfiguration
d
dt
∫
v
%s dv ≥
∫
v
%
r
ϑ︸︷︷︸
Entropiequelle
dv −
∫
a
q
ϑ
· n︸ ︷︷ ︸
Entropiestrom durch die aktuelle Oberfläche
da, (3.83)
wobei ϑ die absolute Temperatur ist. Dies entspricht dem Postulat nach positiver Entropieerzeu-
gung (vgl. [SCHLEBUSCH 2005]) und legt die Prozessrichtung fest, das heißt, es wird beispiels-
weise verhindert, dass Wärme vom kälteren zum wärmeren Temperaturniveau fließt, was aufgrund
der physikalischen Erfahrung nicht möglich ist. Für reversible Prozesse gilt in Gleichung 3.83 das
Gleichheitszeichen, für irreversible Prozesse das >-Zeichen.
Die Anwendung des Divergenztheorems (Gleichung 3.68) und die Betrachtung beliebiger Teilbe-
reiche führt auf die lokale räumliche Form
l · ·σ − %
(
f˙+ ϑ˙s
)
− 1
ϑ
q · gradϑ ≥ 0 (3.84)
der CLAUSIUS-DUHEM-Ungleichung. f ist dabei die Freie HELMHOLTZ52sche Energie
f = u− ϑs. (3.85)
Gleichung 3.84 impliziert, dass die Entropieproduktion in jedem materiellen Punkt des Körpers
positiv sein muss und nicht nur für den gesamten Körper. Für weitere detaillierte Aussagen bezüg-
lich der Entropiebilanz in einem System sei an dieser Stelle auf die entsprechende Fachliteratur
verwiesen, beispielsweise auf [FALK & RUPPEL 1976].
3.3.4 Materialverhalten und konstitutive Beziehungen
Die in den Abschnitten 3.3.2 und 3.3.3 behandelten Beziehungen der Kontinuumsmechanik sind
zunächst unabhängig von konkreten stofflichen Eigenschaften. Allerdings zeigt die Realität, dass
stoffliche Eigenschaften einen wesentlichen Einfluss auf das Verhalten von Körpern haben und
deshalb selbstverständlich zu berücksichtigen sind und damit Eingang in die Betrachtung finden
müssen. Ferner ist die Anzahl der zur Verfügung stehenden und in Abschnitt 3.3.3 dargestellten
Bilanzgleichungen geringer als die Anzahl der enthaltenen Unbekannten. Die Lücke muss also
durch entsprechende konstitutive Beziehungen geschlossen werden.
50RUDOLF CLAUSIUS (1822-1888); Studium der Physik, Mathematik und Geschichte. CLAUSIUS war Mitbegründer
der physikalischen Gesellschaft und promovierte 1848 über den Regenbogen. Später war er Dozent in Berlin, Zürich,
Würzburg und Bonn. Berühmt wurde er für seine Arbeit über die kinetische Gastheorie, die Entwicklung des Zweiten
Hauptsatzes der Thermodynamik und die Schaffung des Begriffes der Entropie.
51PIERRE DUHEM (1861-1916); französischer Physiker, Wissenschaftstheoretiker und -historiker. Ab 1894 war er
Professor für theoretische Physik in Bordeaux, wo er über 400 Veröffentlichungen im Bereich der Thermodynamik
und Hydrodynamik verfasste. DUHEM war als Wissenschaftstheoretiker einer der wichtigsten Vertreter des Konven-
tionalismus.
52HERMANN LUDWIG FERDINAND VON HELMHOLTZ (1821-1894); Doktor der Medizin, Militärarzt und Anato-
mielehrer. Er war Professor für Physiologie und Pathologie und später auch für Physik in Berlin. Von HELMHOLTZ
stammt die Formulierung des Gesetzes „Über die Erhaltung der Kraft“ und die mathematische Formulierung des
Ersten Hauptsatzes der Thermodynamik. Er gilt zudem als der Gründervater der modernen Meteorologie.
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Den 16 Unbekannten (Verschiebungen (3), Spannungen (6), Dichte (1), Temperatur (1), Wärme-
strom (3), spezifische innere Energie (1), spezifische Entropie (1)) stehen fünf Bilanzgleichungen
(Masse (1), Impuls (3), Energie (1)) gegenüber. Nach ULBRICHT [ULBRICHT 1999] sind damit
elf Zusammenhänge für das Stoffgesetz zur Lösung des Feldproblems bereitzustellen: das Defor-
mationsgesetz (6), die Beziehungen für den Wärmestrom (3) und die Gleichungen für die spezi-
fische Entropie (1) sowie die innere Energie (1). Der Drallerhalt wurde bereits ausgenutzt (vgl.
Abschnitt 3.3.3), um die Symmetrie des Spannungstensors aufzuzeigen und kann daher an dieser
Stelle nicht zur Auswertung herangezogen werden.
Die Prinzipe zur Aufstellung von konstitutiven Beziehungen oder Stoffgleichungen sind bereits in
vielfältiger Form herausgearbeitet und in der Literatur dargestellt worden. Es handelt sich dabei
nicht um Gesetze, sondern um verallgemeinerte Erfahrungen mit axiomatischem Charakter, mit
deren Hilfe sich mathematisch-physikalisch begründete konstitutive Beziehungen deduktiv ent-
wickeln lassen:
• das Prinzip des Determinismus,
• das Prinzip der lokalen Wirkung,
• das Prinzip der Kausalität,
• das Prinzip der Äquipräsenz,
• das Prinzip der materiellen Objektivität,
• das Prinzip der thermodynamischen Zulässigkeit,
• das Prinzip des Gedächtnisses,
• das Prinzip der materiellen Symmetrie.
Zur detaillierten Erklärung der Prinzipe und deren Anwendung bezüglich einer thermodynamisch
konsistenten Formulierung sei an dieser Stelle auf die entsprechende Literatur (beispielsweise
[ALTENBACH & ALTENBACH 1994, ERINGEN 1980]) verwiesen, eine sehr gute Zusammenstel-
lung findet sich auch bei SCHLEBUSCH [SCHLEBUSCH 2005]. An dieser Stelle sollen hier ledig-
lich die im Rahmen dieser Arbeit benötigten Grundzusammenhänge für elastisches Materialver-
halten angegeben werden.
Elastizität bedeutet, dass der Spannungszustand nur vom aktuellen Verzerrungszustand, nicht aber
von der Geschichte oder der Geschwindigkeit der Deformation abhängig ist. Dann kann nach
STEIN [STEIN 1973] der Zweite PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor S nach Gleichung 3.57
durch Differentiation einer elastischen Potentialfunktion f nach dem GREENschen Verzerrungs-
tensor E (Gleichung 3.48) gebildet werden:
S (E) = %0
∂f
∂E
. (3.86)
Die Potentialfunktion entspricht hier der Freien HELMHOLTZschen Energie, die unabhängig von
der gewählten Bezugskonfiguration ist. Sie ist einem materiellen Masseteilchen zugeordnet. Bei
isotropem und linear-elastischem Materialverhalten, wie es in dieser Arbeit vorausgesetzt wird,
kann die Freie HELMHOLTZsche Energie als Funktion der Invarianten des GREENschen Verzer-
rungstensors E
f = f (II , III , IIII) (3.87)
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ausgedrückt werden. Diese Invarianten lauten
II = spE, (3.88)
III =
1
2
(
(spE)2 − sp (E2)) und (3.89)
IIII = detE. (3.90)
Die Beziehung zur Bestimmung des Zweiten PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensors (3.86) lässt
sich somit in Abhängigkeit von diesen Invarianten mit
S = %0
(
∂f
∂II
∂II
∂E
+
∂f
∂III
∂III
∂E
+
∂f
∂IIII
∂IIII
∂E
)
(3.91)
darstellen. Für das untersuchte isotrope, linear-elastische Material muss ein in E quadratischer
Ansatz der spezifischen Freien Energie gewählt werden, es lässt sich beispielsweise
%0f = a0 (II)
2 + a1III (3.92)
postulieren (vgl. [STEIN 1973, ULBRICHT 1999]). Damit liefert die Auswertung von Glei-
chung 3.91
S = (2a0 + a1) spE I− a1E. (3.93)
Das isotrope, elastische Materialgesetz wird im Allgemeinen mittels zweier Materialparameter
charakterisiert, den LAMÉ53schen Konstanten
µ = G =
E
2 (1 + ν)
(3.94)
und
λ =
νE
(1 + ν) (1− 2ν) . (3.95)
Damit lässt sich Gleichung 3.93 mit
S = λ spE I+ 2µE (3.96)
schreiben. Die Komponenten des Spannungstensors können dabei mit
Sij = λEkk δij + 2µEij (3.97)
angeben werden. Für kleine Verzerrungen ist es offensichtlich, dass diese Formulierung genau
dem verallgemeinerten HOOKE54schen Gesetz entspricht. Ist die Deformation, wie in diesem Fall
für linear-elastisches Material vorausgesetzt, pfadunabhängig, so lässt sich der tangentiale Ela-
stizitätsmodul, konstitutive Tensor oder Materialtensor C durch Ableitung des Spannungstensors
53GABRIEL LAMÉ (1795-1870); französischer Mathematiker. Er studierte in Paris und war danach Direktor der Schule
für Straße und Transport in St. Petersburg. Später wurde er Professor für Physik an der ESTP Paris, außerdem Chefin-
genieur für Minenfragen. Seine Arbeiten bezeugen große Affinität zur Angewandten Mathematik, er beschäftigte sich
auch mit Abstraktem, etwa der Zahlentheorie.
54ROBERT HOOKE (1635-1702); einer der vielseitigsten Gelehrten des 17. Jahrhunderts. Er war Professor für Geome-
trie in London und gilt als Entdecker des Elastizitätsgesetzes. Von ihm stammen wichtige Arbeiten auf den Gebieten
der Astronomie und der Optik sowie Aussagen zu harmonischen Bewegungen.
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nach dem Verzerrungstensor bestimmen, dieser vierstufige Materialtensor ist die lineare Abbil-
dung des Verzerrungstensors auf den Spannungstensor. Im Allgemeinen wird der Materialtensor
mitC bezeichnet, damit allerdings keine Verwechslung mit dem Rechts-CAUCHY-GREEN-Tensor
(Gleichung 3.42) geschieht, soll er im Rahmen dieser Arbeit die Bezeichnung C tragen. Mit dem
Zweiten PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor S nach Gleichung 3.96 folgt somit
C = ∂S
∂E
=
λ sp EI+ 2µE
∂E
= λII+ 2µI . (3.98)
Dabei ist II das dyadische Produkt der zweistufigen Einheitstensoren, welches einen vierstufigen
Tensor ergibt, und I der symmetrische vierstufige Einheitstensor. Die Komponenten Cijkl des kon-
stitutiven Tensors C lassen sich auf der Basis von Gleichung 3.97 mit
Cijkl = ∂ Sij
∂ Ekl
=
λEkk δij + 2µEij
∂ Ekl
= λδijδkl + 2µ (δilδjk + δikδjl) (3.99)
herleiten. Dabei ergeben sich infolge der Symmetrie von Spannungs- und Verzerrungstensor auch
die Symmetrien Cijkl = Cjikl = Cjilk = Cijlk des konstitutiven Tensors C. Die übrigen Kom-
ponenten, von denen sehr viele Null werden, lassen sich mit Hilfe des KRONECKER55-Symbols
problemlos bestimmen. Im Rahmen der Entwicklung Finiter Elemente wird die Definition von
Spannungen und Verzerrungen in vektorieller Schreibweise angegeben, somit ist es sinnvoll, den
linearen Zusammenhang von Spannungen und Verzerrungen in matrizieller Darstellung
S = CE =̂

S11
S22
S33
S12
S23
S31
 =

2µ+ λ λ λ 0 0 0
2µ+ λ λ 0 0 0
2µ+ λ 0 0 0
µ 0 0
µ 0
sym µ


E11
E22
E33
2E12
2E23
2E31
 (3.100)
zu formulieren.
Mit einer Umformung der Materialparameter aus Gleichung 3.94 und 3.95 kann die konstituti-
ve Matrix C für isotropes, linear-elastisches Material mit Hilfe des Elastizitätsmoduls E und der
POISSON56-Querkontraktionszahl ν mit
C = E
(1 + ν) (1− 2ν)

1− ν ν ν 0 0 0
1− ν ν 0 0 0
1− ν 0 0 0
1−2ν
2
0 0
1−2ν
2
0
sym 1−2ν
2
 (3.101)
55LEOPOLD KRONECKER (1823-1891); Studium der Philosophie, Mathematik, Naturwissenschaften und Philologie.
Er war Doktor der Philosophie und später Professor in Berlin. Seine Forschungen lieferten grundlegende Beiträge
zur Algebra, Zahlentheorie, Analysis und Funktionentheorie. KRONECKER war Anhänger des mathematischen Kon-
struktivismus, bekannt wurde sein Spruch: Die natürlichen Zahlen hat der liebe Gott geschaffen. Alles andere ist
Menschenwerk.
56SIMÉON DENIS POISSON (1781-1840); französischer Physiker und Mathematiker. Er war Schüler von LAPLACE
und später als Professor Nachfolger von FOURIER. POISSON beschäftigte sich mit den Grundlagen der Wellentheo-
rie, arbeitete über Akustik, Elastizität und Wärme sowie über die elektrischen Eigenschaften von festen Körpern. Als
Mathematiker verfasste er Arbeiten auf den Gebieten Differentialgeometrie, Infinitesimalrechnung und Wahrschein-
lichkeitsrechnung.
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beschrieben werden, wie es für die Formulierung der Steifigkeitsmatrizen im Rahmen der Anwen-
dung der Finite-Element-Methode (Kapitel 4) benötigt wird.
Wie bereits erwähnt, ist die Freie HELMHOLTZsche Energie unabhängig vom gewählten Bezugs-
system, so dass in Anlehnung an Gleichung 3.86 der Zweite PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor
in der Referenzkonfiguration aus
Sˆ
(
Eˆ
)
= %
∂f
∂Eˆ
(3.102)
abgeleitet werden kann. Dabei ist bei isotropem und linear-elastischemMaterialverhalten die Freie
HELMHOLTZsche Energie wiederum als Funktion der Invarianten des GREENschen Verzerrungs-
tensors Eˆ ausdrückbar und es kann gezeigt werden, dass unter Beachtung der Transformationsbe-
ziehungen 3.50 und 3.61 für den Verzerrungs- sowie den Spannungstensor
Sˆ = C Eˆ (3.103)
in der ALE-Referenzkonfiguration gilt. Diese Beziehung bestätigt die Unabhängigkeit von einer
speziellen Bezugskonfiguration und dem gewählten Koordinatensystem bei isotropem und elasti-
schem Materialverhalten auf der Basis des Prinzips der materiellen Objektivität.
3.4 Das Anfangsrandwertproblem und die Bewegungsgleichung
3.4.1 Die Bewegungsgleichung und deren Randbedingungen
In den vorangegangenen Abschnitten wurden die erforderlichen Grundgleichungen zur Beschrei-
bung eines elastischen Kontinuums angegeben, welche in ihrer Gesamtheit gemeinsam mit Rand-
bedingungen, welche die physikalische Einbindung des Körpers in die Umgebung formulieren,
das Anfangsrandwertproblem der Elastomechanik darstellen. In Abbildung 3.6 ist ein materielles
Volumen χ (B) gezeigt, welches durch den Rand ∂χ (B) begrenzt wird. Auf diesem Rand sind
zwei Arten von Randbedingungen vorschreibbar, zum einen die wesentlichen, geometrischen oder
DIRICHLET57schen Randbedingungen, die mit den vorgeschriebenen Verschiebungen
ϕ = ϕ (3.104)
die Kinematik des Kontinuums ergänzen, und zum anderen die statischen, natürlichen oder NEU-
MANN58schen Randbedingungen
Pˆ · nˆ = T beziehungsweise σ · n = t, (3.105)
welche Spannungen oder Kräfte vorschreiben.
Dabei kennzeichnet der Überstrich von außen eingeprägte Größen; für die jeweiligen Konfiguratio-
nen gelten die in Abschnitt 3.2.1 eingeführten Konventionen. Für den in Gleichung 3.59 definier-
ten PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungsvektor wird aber die bereits in Gleichung 3.105 verwendete
Vereinfachung T = Tˆ vereinbart. In Ergänzung zu Abbildung 3.6 ist ferner anzumerken, dass in
57PETER GUSTAV LEJEUNE-DIRICHLET (1805-1859); deutscher Mathematiker. Er lehrte in Berlin und Göttingen
und verfasste bedeutende Arbeiten auf den Gebieten der partiellen Differentialgleichungen, der Analysis und der
Zahlentheorie. DIRICHLET bewies die Konvergenz von FOURIER-Reihen.
58CARL GOTTFRIED NEUMANN (1832-1925); Professor in Basel und Leipzig. NEUMANN war ein Hochschulleh-
rer und arbeitete auf den Gebieten der Angewandten Mathematik, insbesondere in der mathematischen Physik, der
Potentialtheorie und der Elektrodynamik. Wichtige Beweise partieller Differentialgleichungen stammen von ihm.
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NEUMANN-RB
DIRICHLET-RB
Gebiet, Feld
Rand
Rand
Verschiebungsrand
Rand
Spannungsrand
Begrenzung
DIRICHLET-
NEUMANN-
( )B
Abbildung 3.6: Definition der NEUMANNschen und DIRICHLETschen Randbedingungen (Abbil-
dung nach [MESCHKE & KUHL 2002])
jedem Bereich des Randes NEUMANN- oder DIRICHLET-Randbedingungen vorgeschrieben sind,
es können außerdem Bereiche auftreten, in welchen für die verschiedenen Raumrichtungen unter-
schiedliche Arten von Randbedingungen wirksam sind.
Der Charakter des Anfangsrandwertproblems ist ebenso wesentlich von der zu beschreiben-
den Struktur und Belastung abhängig. Die geometrische und materielle (Nicht)-Linearität, die
Zeit(un)abhängigkeit und auch die statische beziehungsweise dynamische Formulierung des Pro-
blems haben wesentlichen Einfluss auf die numerische Umsetzung.
Das Verschiebungs- und Verzerrungsfeld, das Kräftegleichgewicht und die die Spannungen und
Dehnungen verknüpfenden konstitutiven Beziehungen bilden zusammen für den Fall der Elasto-
dynamik die partielle Differentialgleichung 2. Ordnung der Elastodynamik
%ˆ
dv
dt
= Div Pˆ+ %ˆb (3.106)
nach 3.71 in der ALE-Referenzkonfiguration in lokaler Formulierung. Sie ist zugleich die Bewe-
gungsgleichung des elastischen Kontinuums. Der Erste PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor Pˆ
kann dabei mittels Transformation aus dem Zweiten PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor Sˆ
(Gleichung 3.60) und dieser wiederum auf der Basis der konstitutiven Beziehungen nach Glei-
chung 3.103 abgeleitet werden, womit dann
Pˆ =
(
C Eˆ
)
· Fˆ (3.107)
gilt.
Wie in Abschnitt 3.3.4 angesprochen, ist aufgrund der Unabhängigkeit der Freien HELM-
HOLTZschen Energie von einer Bezugskonfiguration bei isotropem, elastischem Materialverhal-
ten der Materialtensor C in der ALE-Referenzkonfiguration identisch mit dem der Ausgangs- oder
Momentankonfiguration.
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Die Differentialgleichung (3.107) muss zur Lösung durch die Definition der DIRICHLETschen
(Verschiebungs-) und NEUMANNschen (Spannungs-) Randbedingungen sowie den Anfangsbe-
dingungen des Verschiebungs- oder Beschleunigungsfeldes ergänzt werden, die Verknüpfung ge-
schieht dabei nach Abbildung 3.7.
Kinetik Material Kinematik
Spannungen
Impulssatz
Belastung
NEUMANN-RB DIRICHLET-RB
Konstitutive Beziehung Verzerrungen
Anfangsbedinungen
Deformation
Abbildung 3.7: Verknüpfung der Rand- und Anfangsbedingungen der linearen Elastodynamik in
der ALE-Betrachtungsweise60 (Abbildung nach [MESCHKE & KUHL 2002])
Im Fall des hier zu behandelnden Rollkontakts, aber selbstverständlich auch für den allgemeineren
Fall des statischen Kontakts, spielen die auftretenden Kontaktspannungen eine wesentliche Rolle
bei der Definition der Randbedingungen. Die Kontaktspannungen auf den Rändern der Körper,
die ebenso wie ihre räumliche Ausdehnung a priori zunächst unbekannt sind, werden dabei wie
eingeprägte Spannungen behandelt, eine separate Betrachtung ist daher bei der Aufstellung der
Bewegungsgleichung vorerst nicht explizit zu berücksichtigen.
Bei der allgemeinen Bewegungsdifferentialgleichung in materieller Form nach Gleichung 3.106
handelt es sich um die starke Form der Differentialgleichung, die exakt zu erfüllen ist. Die Lösung
dieser Form der Differentialgleichung ist dabei im Allgemeinen analytisch nicht möglich, die An-
wendung numerischer Methoden ist unerlässlich. Im vorliegenden Fall der Rollkontaktdynamik
soll die Methode der finiten Elemente angewendet werden, deren Umsetzung in Kapitel 4 im De-
tail beschrieben wird. Da es sich bei der Methode der finiten Elemente um ein Näherungsverfahren
mit der Ermittlung einer approximierten Lösung handelt, löst sie nicht die starke Form, sondern
deren Integral über dem Lösungsgebiet. Diese Form der Differentialgleichung wird als schwache
Formulierung der Bewegungsgleichung bezeichnet.
60Die Überstriche über den mechanischen Größen kennzeichnen von außen auf das System eingeprägte Größen, sie-
he dazu auch Gleichung 3.104. Mit dem Index (. . . )0 werden zusätzliche Anfangsbedingungen, wie beispielsweise
Anfangsverzerrungen, gekennzeichnet.
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3.4.2 Die schwache Formulierung von Bewegungsgleichungen und das Prinzip der virtuel-
len Verschiebungen
Die schwache Formulierung der Bewegungsgleichung bildet die Grundvoraussetzung zur Anwen-
dung von Näherungsverfahren, da die Lösung der starken Form der Differentialgleichung im All-
gemeinen nicht analytisch möglich ist. In der Mechanik sind mehrere Prinzipe bekannt, die eine
Lösung von Gleichungen im integralen Mittel und damit in ihrer schwachen Form ermöglichen.
Integrale Prinzipe der Mechanik sind:
• das Prinzip vom Minimum des Gesamtpotentials beziehungsweise dessen Verallgemeine-
rung transienter Betrachtungen, das HAMILTON61sche Prinzip des Kontinuums,
• das Prinzip der virtuellen Kräfte und
• das Prinzip der virtuellen Verschiebungen.
Da letztgenanntes Prinzip für beliebige Werkstoffe einsetzbar, gut systematisierbar und program-
mierbar sowie numerisch vergleichsweise gut handhabbar ist, bildet es die Grundlage der Methode
der finiten Elemente mit Gültigkeit in der linearen Strukturmechanik.
Bei Anwendung des Prinzips der virtuellen Verschiebungen müssen die starke Form der Differen-
tialgleichung (3.106), welche der lokalen Impulsbilanz entspricht, und die statischen Randbedin-
gungen, also die NEUMANNschen Randbedingungen, mit einer vektorwertigen Testfunktion skalar
multipliziert werden und über das Volumen beziehungsweise den NEUMANN-Rand integriert wer-
den. Diese Testfunktion η = δϕ ist eine Gewichtsfunktion im Sinne einer virtuellen Verschiebung
und muss dabei folgende Eigenschaften aufweisen:
• η ist gedacht, d. h. die Testfunktion tritt nicht wirklich auf und ist nicht Folge der eingepräg-
ten Kraft- und Weggrößen,
• η ist hinreichend klein, d. h. die bestehende Konfiguration der wirkenden Kräfte bleibt un-
beeinflusst,
• η ist zeitlos (t = konst.), d. h. es treten unendlich große „Geschwindigkeit“ der virtuellen
Verschiebung auf, wobei jedoch Trägheitswirkungen keine Rolle spielen,
• η ist verträglich mit den kinematischen Randbedingungen und
• η ist ansonsten willkürlich und beliebig.
Das Vorgehen soll an dieser Stelle direkt für die Bewegungsgleichung in der eingeführten ALE-
Betrachtungsweise nach Gleichung 3.71
Div Pˆ+ %ˆb = %ˆ
dv
dt
(3.108)
demonstriert werden. Auf diese Gleichung wird die Multiplikation mit der Testfunktion bezie-
hungsweise virtuellen Verschiebung η, welche die Verschiebungsrandbedingungen auf dem Rand
der betrachteten Körper erfüllen muss, angewendet. Im Rahmen der ALE-Betrachtungsweise ist
dabei zu beachten, dass diese virtuelle Verschiebung aber genau den Ort betrifft, an dem sich
gerade ein materielles Teilchen befindet, und nicht die Bewegung eines Teilchens, wie in der her-
kömmlichen materiellen Betrachtungsweise üblich ist. Es ist demnach keine materielle Variation
61SIR WILLIAM ROWAN HAMILTON (1805-1865); britischer Wissenschaftler. HAMILTON konnte bereits im Alter
von fünf Jahren fließend Latein, Griechisch und Hebräisch lesen. Er war Student am Trinity College in Dublin und
später Professor für Astronomie. Von ihm stammt die Entdeckung des Quaternionenkalküls und bedeutende Beiträge
zur geometrischen Optik und klassischen Mechanik.
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im klassischen Sinne, sondern eine räumliche Variation, bei welcher der Ort ϕ, den das Teilchen
momentan passiert, variiert wird.
Zusätzlich sind, wie bereits erwähnt, die in Abschnitt 3.4.1 eingeführten NEUMANNschen (stati-
schen) Randbedingungen zu erfüllen. Unter Ausnutzung des Impulssatzes 3.71 erhält man somit
als Ausgangsbasis
0 = %ˆ
dv
dt
−Div Pˆ− %ˆb und 0 = Pˆ · nˆ−T, (3.109)
wobei die zweite Beziehung aus Gleichung 3.105 resultiert. Die Multiplikation mit der Testfunkti-
on δϕ = η und die Integration über das Volumen beziehungsweise den NEUMANNrand führt dann
zu ∫
χ(B)
%ˆ
dv
dt
·η dvˆ−
∫
χ(B)
%ˆb ·η dvˆ−
∫
χ(B)
Div Pˆ ·η dvˆ+
∫
∂tχ(B)
(
Pˆ · nˆ
)
·η daˆ−
∫
∂tχ(B)
T ·η daˆ = 0.
(3.110)
Auf den dritten Term dieser Gleichung wird dabei zunächst die Produktregel für die Divergenz∫
χ(B)
Div Pˆ · η dvˆ =
∫
χ(B)
(
Div
(
Pˆ · η
)
−Gradη · ·Pˆ
)
dvˆ (3.111)
und anschließend der GAUSSsche Integralsatz angewendet, was zu der Formulierung∫
χ(B)
Div Pˆ · η dvˆ = +
∫
∂tχ(B)
(
Pˆ · nˆ
)
· η daˆ−
∫
χ(B)
Gradη · ·Pˆ dvˆ (3.112)
führt. Setzt man dies wieder in Gleichung 3.110 ein, ergibt sich nach Zusammenfassung die schwa-
che Formulierung der Bewegungsgleichung in der ALE-Betrachtungsweise zu∫
χ(B)
%ˆ
dv
dt
· η dvˆ
︸ ︷︷ ︸
virt. Arbeit Trägheit
+
∫
χ(B)
Pˆ · ·Gradη dvˆ
︸ ︷︷ ︸
virt. Arbeit innere Kräfte
−
∫
χ(B)
%ˆb · η dvˆ −
∫
∂tχ(B)
T · η daˆ
︸ ︷︷ ︸
virt. Arbeit Volumen- und Flächenlasten
= 0. (3.113)
Die einzelnen Summanden in Gleichung 3.113 werden dabei, wie gekennzeichnet, als virtuelle Ar-
beit der Trägheitskräfte, auf deren genaue Bestimmung im Rahmen der ALE-Betrachtungsweise
besonderer Wert gelegt werden muss (vgl. [NACKENHORST 2000]), als virtuelle innere Arbeit und
als virtuelle Arbeit der äußeren Kräfte bezeichnet, wobei die virtuelle Arbeit der Kontaktkräfte
noch nicht berücksichtigt ist. Teilt man die Oberfläche der Körper in Kontaktgebiet (∂cψ (B)) und
übrige Oberfläche mit frei vorschreibbaren Oberflächenlasten (∂tχ (B)\∂cψ (B)), ergibt sich Glei-
chung 3.113 zu∫
χ(B)
%ˆ
dv
dt
· η dvˆ +
∫
χ(B)
Pˆ · ·Gradη dvˆ −
∫
χ(B)
%ˆb · η dvˆ −
∫
∂tχ(B)\∂cψ(B)
T · η daˆ
+δ
∫
∂cψ(B)
(p d+ τ · s) da = 0, (3.114)
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wobei der Beitrag der Kontaktkräfte nach WILLNER [WILLNER 1995] aus dem Reaktionsaxiom
t
(1)
K = −t(2)K = tK (vgl. Gleichung 3.115 und Abbildung 3.9) entsteht. Auf diese Weise werden
die Kontaktspannung zugleich „sichtbar“ gemacht, was gewissenermaßen das Ziel von Kontakt-
untersuchungen ist. Auf weitere Details bezüglich der Kontaktformulierungen und der Kontakt-
bedingungen wird in Abschnitt 3.5.4 und auf die Linearisierung derselben in Kapitel 4.3 näher
eingegangen.
Es sei an dieser Stelle noch darauf hingewiesen, dass bei exakter Lösung des Prinzips der virtuellen
Verschiebungen im kontinuierlichen Fall die Lösung zugleich auch derjenigen der entsprechenden
starken Form entspricht, da die Gleichgewichtsbedingungen erfüllt sind. Wird jedoch eine Lösung
mit Hilfe von Ansatzfunktionen wie in der Methode der finiten Elemente angewendet, so sind die
Lösungen der starken und der schwachen Form für den diskreten Fall nicht identisch. Im Vergleich
zur starken Formulierung der Bewegungsgleichung verbleibt bei der schwachen Form ein Residu-
um, was aber für die integrale Form des Gleichgewichtes und die NEUMANN-Randbedingungen
zulässig ist. Da die Testfunktion jedoch den geometrischen (DIRICHLETschen) Randbedingungen
genügen muss, sind diese im Prinzip der virtuellen Verschiebungen lokal erfüllt, eine Anwendung
im Rahmen der Finite-Element-Methode somit zulässig.
3.5 Die Kontaktmechanik zur Beschreibung des Rollkontaktproblems
3.5.1 Der Kontakt rauer Oberflächen
Die numerische Behandlung von Kontaktproblemen beinhaltet die Beschreibung der Geometrie,
die Festlegung von Kontakt- beziehungsweise Verbundgesetzen, die zugehörigen Variationen und
die Entwicklung speziell auf die Behandlung von Kontakt ausgerichteter Algorithmen. Bei der
Untersuchung des Kontakts zweier Körper muss die allgemeine Bewegungsgleichung nach 3.112
erfüllt sein und es müssen außerdem auf den Rändern nach Abschnitt 3.4.1 Randbedingungen
als Verschiebungen oder Spannungen (DIRICHLETsche und NEUMANNsche Randbedingungen)
vorschreibbar sein. Als problematisch erweist sich jedoch die Vorgabe von Randbedingungen in
der Kontaktfläche.
Anders als bei konformem Kontakt, bei welchem a priori die Ausdehnung der Kontaktzone und die
auftretenden Kontaktspannungen bekannt sind (beispielsweise beim Kontakt zweier ebener starrer
Körper), sind bei gewöhnlichen technischen Anwendungen weder die Ausdehnung der Kontakt-
fläche noch die herrschende Spannungsverteilung bekannt. Der erste Schritt bei der Beschreibung
von Kontakt muss somit zunächst das Auffinden der kontaktierenden Punkte sein.
Beim Kontakt allgemeiner, technischer Oberflächen findet der Kontakt meist zwischen den Rauig-
keitsspitzen der einzelnen Körper statt (vgl. Abbildung 3.8), so dass die nominelle Kontaktfläche
g
grenz
Bezugsfl chen
der Rauigkeiten
ä
Abbildung 3.8: Der Kontakt rauer Oberflächen und Definition des Grenzabstandes
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nicht mit der wahren Kontaktfläche, also der Summe der mikroskopischen Kontaktflächen, über-
einstimmt. Somit sind konstitutive Beziehungen, sowohl für den Normal- als auch den Tangential-
kontakt, erforderlich, auf welche in Abschnitt 3.5.4 gesondert eingegangen wird.
Als Oberfläche werden dabei idealisierte rechnerische Bezugsflächen der Rauigkeit angenommen
(vgl. Abbildung 3.8 ). Daraus lässt sich ein Grenzwert ggrenz vorgeben, ab welchem Kontakt de-
tektiert wird. Ist der Abstand g zwischen zwei korrespondierenden (potentiellen) Kontaktpunkten
kleiner als dieser Grenzabstand, so liegt Kontakt vor. Im Gegensatz dazu kennzeichnet d = −g
eine mögliche auftretende Durchdringung der Kontaktpartner, die als Zusammendrückung einer
elastischen Kontaktschicht vorstellbar ist. Damit treten die Körper entsprechend dem Normalkon-
taktgesetz bereits bei einem endlichen Abstand von ggrenz in Kontakt. Die Kontaktkinematik, die
im folgenden Abschnitt 3.5.2 vorgestellt wird, bildet beim Kontakt die Grundlage der Beschrei-
bung der Oberflächen, es werden als solche die beschriebenen Bezugsflächen unter Mittelung der
Oberflächenrauigkeit angenommen.
3.5.2 Die Kontaktkinematik
Die Kontaktkinematik beschreibt den kinematischen Zusammenhang zwischen zwei Punkten,
welche sich in Kontakt befinden. Die Beschreibung des Kontakts beruht dabei auf Methoden
der Differentialgeometrie, welche wiederum auf den Kontinuumsformulierungen von LAURSEN
[LAURSEN & SIMO 1993] basieren. Die kontaktierenden Körper werden hierfür auf der Grund-
lage des Schnittprinzips nach Abbildung 3.9 freigeschnitten, die Kontaktkräfte werden „sichtbar“
gemacht. Dabei muss im Kontaktgebiet selbstverständlich das Reaktionsaxiom
t
(1)
K = −t(2)K = tK (3.115)
mit dem Vektor der Kontaktkräfte tK gelten.
K rper 1ö K rper 1ö
K rper 2ö K rper 2ö
F
F
F
F
Abbildung 3.9: Schnittprinzip und Reaktionsaxiom
Für die Oberfläche eines der beiden Körper wird entsprechend Abbildung 3.10 auf der potentiellen
Kontaktfläche (master-Fläche) in der aktuellen Konfiguration eine Parametrisierung
ϕ(2) = ψt
(
ζ1, ζ2
)
, (3.116)
eingeführt, die im Rahmen der ALE-Betrachtungsweise nicht mit materiellen Linien verwechselt
werden darf. Dieser Körper wird als master bezeichnet [WILLNER 1995].
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Abbildung 3.10: Kinematik des Kontakts und Formulierung der Abstandsfunktion
Damit kann in jeden Punkt ϕ(2) auf der Oberfläche des Körpers 2 ein lokales Koordinatensystem
eingeführt werden, wobei sich die Tangentenvektoren an die Oberfläche durch die Ableitung der
Parametrisierung in der aktuellen Konfiguration mit
aα =
∂ψt
∂ζα
mit α = 1, 2 (3.117)
und der Normalenvektor auf der master-Fläche aus
an =
× a2
‖ × a2‖ (3.118)
berechnen lassen. Da dieses Koordinatensystem im Allgemeinen nicht orthonormal ist, bilden die
Tangentenvektoren nach Gleichung 3.117 die Metrik
mαβ = aα · aβ. (3.119)
Zwischen zwei materiellen Punkten ϕ(1) und ϕ(2) auf den Oberflächen der Körper 1 (slave) und 2
(master) kann der minimale Abstand durch Minimierung der Abstandsfunktion, der negative Ab-
stand ist dabei bei glatten Oberflächen identisch mit der gegenseitigen Durchdringung d der Kon-
taktpartner,
g = −d = min‖ϕ(1) −ϕ(2)‖ = (ϕ(1) −ϕ(2)) · an (3.120)
bestimmt werden, woraus als notwendige Bedingung
0 =
(
ϕ(1) −ϕ(2)) · aα (3.121)
folgt. Dies entspricht der Identifikation genau des Punktes ϕ(2) = ψt
(
ζ
1
, ζ
2
)
auf dem Körper 2,
welcher mit dem Punktϕ(1) auf dem Körper 1 in Kontakt ist. Da diese Identifikation für alle Punk-
te der Kontaktfläche durchgeführt werden kann, ist die materielle Variation von ϕ(2) nicht mehr
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unabhängig vom Körper 1. Die Variationen werden relativ zum Basispunkt ϕ(2) = ψt
(
ζ
1
, ζ
2
)
auf der master-Fläche durchgeführt, es gilt somit
δϕ(1) = η(1) (3.122)
sowie
δϕ(2) = δϕ(2) +
∂ψt
∂ζα
δζα
= η(2) + aαδζ
α. (3.123)
Mit diesen Grundgleichungen ist es möglich, den Beitrag der virtuellen Arbeit der Kontaktkräfte
in der Bewegungsgleichung 3.114 auszuwerten, worauf im Detail in Abschnitt 3.5.3 eingegan-
gen werden soll. Es sei an dieser Stelle noch anzumerken, dass für den identifizierten Punkt auf
Körper 2 auch die Größen der Geometrie nach Gleichung 3.117 bis 3.119 mit einem Überstrich
gekennzeichnet werden (vgl. auch Abbildung 3.10).
3.5.3 Die virtuelle Arbeit der Kontaktkräfte und deren Beitrag in der Bewegungsgleichung
Wenn Kontakt zwischen zwei Körpern untersucht und beschrieben werden soll, so ist dies bei der
Formulierung der allgemeinen Bewegungsgleichung 3.113 zu berücksichtigen: sie muss um den
Anteil der virtuellen Arbeit der Kontaktspannungen erweitert werden. Hier wird vorausgesetzt,
dass kein Materialaustausch zwischen den Körpern stattfindet. Auf der Grundlage des Reaktions-
axioms (3.115) lautet die virtuelle Arbeit der Kontaktkräfte
δWK =
∫
∂cψ(B)
t
(1)
K · δϕ(1) da+
∫
∂cψ(B)
t
(2)
K · δϕ(2) da (3.124)
=
∫
∂cψ(B)
tK · δ
(
ϕ(1) −ϕ(2)) da. (3.125)
Die Zusammenfassung der beiden Integrale aus Gleichung 3.124 in Gleichung 3.125 ist zulässig,
da die Identifikation des Kontaktgebietes mit den Gleichungen 3.120 und 3.121 gegeben ist.
Mit Hilfe der virtuellen Verschiebungsfelder nach Gleichung 3.122 und 3.123 kann die virtuelle
Arbeit der Kontaktkräfte nach Gleichung 3.125 zu
δWK =
∫
∂cψ(B)
tK ·
(
η(1) − η(2) − aαδζα
)
da (3.126)
weiter vereinfacht werden. Betrachtet man die Multiplikation des rechten Terms von Glei-
chung 3.126 mit dem Vektor der Kontaktspannungen
tK · aα = τα, (3.127)
so stellt man fest, dass dies genau der Projektion der Kontaktspannungen in die Tangentialebene
der konvektiven Basis der Referenzkonfiguration entspricht und somit τα exakt die Kontaktschub-
spannungen sind. Gleichung 3.126 kann damit zunächst zu
δWK =
∫
∂cψ(B)
tK ·
(
η(1) − η(2)) da− ∫
∂cψ(B)
ταδζ
α da (3.128)
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vereinfacht werden. Um den Anteil
δWK,t = −
∫
∂cψ(B)
ταδζ
α da (3.129)
auswerten zu können, ist allerdings noch δζα auf indirektem Weg zu bestimmen. Man bedient sich
dabei der zweiten Identifikationsbedingung aus Gleichung 3.121 und führt für diese die Variation
mit dan nach Gleichung 3.120
0 = δ
((
ϕ(1) −ϕ(2)) · aα) = δ (ϕ(1) −ϕ(2)) · aα + (ϕ(1) −ϕ(2)) · δaα
= δ
(
ϕ(1) −ϕ(2)) · aα − dan · δaα
=
(
η(1) − η(2) − aβδζβ
) · aα − danδaα (3.130)
durch. An dieser Stelle ist die Variation der Tangentenvektoren nach Gleichung 3.117
δaα = δ
∂ψt
∂ζα
(3.131)
erforderlich, wobei die Vertauschbarkeit von Variation und Ableitung zu
δaα =
∂δψt
∂ζα
=
∂
(
δϕ(2)
)
∂ζα
und mit δϕ(2) nach Gleichung 3.123 zu
=
∂
(
η(2) + aβδζ
β
)
∂ζα
= η(2),α + aα, βδζ
β (3.132)
führt. Die Variation der Tangentenvektoren kann in Gleichung 3.130 eingesetzt werden, woraus
sich
0 =
(
η(1) − η(2)) · aα − aα · aβ δζβ − dan · η(2),α − dan · aα, β δζβ (3.133)
ergibt. Nach dem Einsetzen der Metrik nach Gleichung 3.119 kann diese Gleichung umgestellt
werden und liefert das lineare Gleichungssystem zur Bestimmung der Variation der Gleitwege δζβ
δζβ (mαβ + dan · aα, β) =
(
η(1) − η(2)) · aα − dan · η(2),α , (3.134)
welches numerisch im Rahmen der Anwendung der Finite-Element-Methode vergleichsweise pro-
blemlos zu lösen ist, worauf aber in Kapitel 4 detailliert eingegangen werden soll.
Nachdem die Terme für die virtuelle Arbeit der Kontaktschubspannungen bereitgestellt sind, gilt
es noch zu zeigen, dass der erste Term in Gleichung 3.128
δWK,n =
∫
∂cψ(B)
tK ·
(
η(1) − η(2)) da (3.135)
genau der virtuellen Arbeit des Kontaktdrucks entspricht. Dafür muss zunächst die Abstands- be-
ziehungsweise Durchdringungsfunktion (Gleichung 3.120)
δd = −δ ((ϕ(1) −ϕ(2)) · an)
= − (δϕ(1) − δϕ(2)) · an = − (η(1) − η(2) − aαδζα) · an, (3.136)
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variiert werden. Dabei gilt für die Variation des Normalenvektors δan = 0, da diese Variation be-
züglich der Basispunkte ϕ(2) = ψt
(
ζ
1
, ζ
2
)
auf der master-Fläche durchgeführt wird. Da ferner
der Normalenvektor senkrecht auf den Tangentenvektoren steht (aα⊥an) und somit das Skalarpro-
dukt
aα · an = 0 (3.137)
verschwindet, vereinfacht sich die Variation der Durchdringungsfunktion (Gleichung 3.136) zu
δd = − (η(1) − η(2)) · an. (3.138)
Berücksichtigt man außerdem, dass der Normalkontaktdruck am Punkt ϕ(2) = ψt
(
ζ
1
, ζ
2
)
sich
aus
p = tK · an (3.139)
bestimmen lässt und man dies ebenso wie die Variation der Durchdringungsfunktion (Glei-
chung 3.138) in Gleichung 3.135 einsetzt, ergibt sich für die virtuelle Arbeit der Normalkontakt-
spannungen
δWK,n = −
∫
∂cψ(B)
p δd da. (3.140)
Die virtuelle Arbeit aller Kontaktspannungen beträgt somit
δWK = δWK,n + δWK,t = −
∫
∂cψ(B)
p δd da−
∫
∂cψ(B)
ταδζ
α da, (3.141)
woraus sich zusammen mit Gleichung 3.113 die allgemeine Bewegungsgleichung für das ela-
stische Kontinuum unter Einschluss von Kontakt nach Gleichung 3.114 ergibt. Für die numeri-
sche Analyse des Kontakts mit der Finite-Element-Methode sind konstitutive Beziehungen für die
Normal- und Kontaktschubspannungen zu formulieren, worauf in Abschnitt 3.5.4 gesondert ein-
gegangen werden soll.
3.5.4 Die Kontaktrandbedingungen
In Abschnitt 3.5.1 wurde die Motivation und physikalische Notwendigkeit der Einführung von
Kontaktbedingungen bereits diskutiert. Da jede physikalische Oberfläche eine charakteristische
Mikrotopologie besitzt, deren Rauigkeiten entweder regellos oder orientiert auf der Oberfläche
verteilt sind, beeinflusst dies den Kontakt zweier Oberflächen erheblich. Zwei raue Oberfläche
berühren sich nur mit den Rauigkeitsspitzen (vgl. Abbildung 3.8), ein Großteil der scheinbaren
Kontaktfläche ist dabei gar nicht wirklich in Kontakt [JOHNSON 1985]. Es bilden sich lediglich
Mikro-Kontakte aus, die wesentlich von der Kontaktnormalkraft, durch welche die kontaktieren-
den Körper zusammendrückt werden, abhängig sind [WILLNER 1995]. Die Beziehungen zwischen
der Normalkraft beziehungsweise dem Kontaktdruck und der Annäherung der Kontaktflächen wird
im Rahmen der Tribologie mit Hilfe statistischer Methoden beschrieben. Für eine numerische Um-
setzung müssen sinnvolle konstitutive Beziehungen eingeführt werden, in der Literatur sind dazu
verschiedene Zugänge bekannt. Es sei an dieser Stelle bereits auf Abbildung 3.12 verwiesen, de-
taillierte Begründungen für die Wahl konstitutiver Beziehungen sollen später gegeben werden.
Bei der Beschreibung von Kontakt ist die erste Aufgabe die Detektion des Kontaktgebietes, erst
dann kann das Normalkontaktproblem gelöst und die Kontaktdruckverteilung bestimmt werden,
um darauf aufbauend das Tangentialkontaktproblem lösen zu können.
72 3 Kontinuumsmechanische Grundgleichungen in der ALE-Betrachtungsweise
Die Normalkontaktbedingungen
Unter der Voraussetzung kleiner Verschiebungen und Verzerrungen, elastischen Materialverhal-
tens, kleinen Kontaktflächenabmessungen im Vergleich zur Gesamtgeometrie und homogener so-
wie isotroper Werkstoffe kann davon ausgegangen werden, dass das Normalkontaktproblem los-
gelöst vom Tangentialkontaktproblem betrachtet werden kann [ERTZ 2003].
In klassischer Weise wird das Normalkontaktproblem durch das geometrische Durchdringun-
gungsverbot der kontaktierenden Körper
d ≤ 0 (3.142)
charakterisiert [WRIGGERS 1995]. Dabei ist die Durchdringung d = −g der „negative“ Abstand
zweier Körper (vgl. Abbildung 3.11). Des Weiteren muss gefordert werden, dass in der Kontakt-
fläche nur Drucknormalspannungen
p ≥ 0 (3.143)
auftreten dürfen, Zugspannungen können im Kontaktgebiet nicht übertragen werden.
Es liegt somit kein Kontakt vor, wenn die Durchdringung d kleiner als Null beziehungsweise der
Abstand g größer als Null ist, da gleichzeitig p = 0 gilt. Für d = g = 0 und p ≥ 0 ist Kontakt
festzustellen. Die Begrenzung des Kontaktgebietes kann mit d = 0 und p = 0 beschrieben werden.
kein Kontakt Kontakt
Abbildung 3.11: Kontaktbedingungen für den Normalkontakt62
Zusätzlich existiert nach WRIGGERS [WRIGGERS 1995] die sogenannte KUHN63-TUCKER64-
Bedingung
pd = 0, (3.144)
eine Komplimentaritätsbedingung, die das Auftreten dieser beiden Zustände nach Abbildung 3.11
eindeutig charakterisiert. Diese Bedingung entspricht im mathematischen Sinne einer SIGNORI-
NI65-Bedingung. Dies bedeutet anschaulich, dass bei der Detektion einer Durchdringung d der
Kontaktpartner diese durch den wirkenden Kontaktdruck p zu Null gemacht werden muss.
62Zur Definition der Kontaktzone vgl. auch Abbildung 2.8.
63HAROLD W. KUHN (geb. 1925); Promotion 1966 in Karlsruhe. Danach war er Professor an der Princeton University
und wurde 1980 Gewinner des JOHN VON NEUMANN-Theory Preises. Von ihm stammen bahnbrechende Arbeiten auf
den Gebieten der diskreten und kontinuierlichen sowie der linearen und der nicht-linearen Optimierung.
64ALBERT WILLIAM TUCKER (1906-1995); amerikanischer Wissenschaftler. Er promovierte 1932 und war danach
langjähriger Professor für Mathematik an der Princeton University. Gemeinsam mit KUHN verfasste er bedeutende
Arbeiten auf dem Gebiet der Optimierung und der linearen Programmierung.
65ANTONIO SIGNORINI (1888-1963); italienischer Mathematiker. Er verfasste wichtige Arbeiten auf den Gebieten
der mathematischen Physik, der Analysis und Differentialgeometrie und deren Anwendung in der Mechanik, Ballistik,
Hydrodynamik, Optik, Thermodynamik und der Elastizität.
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Die Einbindung dieser Kontaktbedingungen in ein numerisches Lösungsverfahren wie die Finite-
Element-Methode erfordert, wie in Abschnitt 3.4.2 bereits angedeutet, die schwache Formulierung
der Bewegungsgleichung und damit auch der Kontaktbedingungen, die dann nur noch im integra-
len Mittel erfüllt werden müssen. Sie erfolgt nach WRIGGERS [WRIGGERS 1995] mittels eines
active set-Verfahrens: der Kontakt wird zunächst lokal für diejenigen Punkte detektiert, für welche
die Durchdringung d größer als Null ist, anschließend der zugehörige Kontaktdruck bestimmt und
dann die Berechnung der virtuellen Arbeit der Kontaktspannungen nach Gleichung 3.141 gestartet.
Auf die numerische Umsetzung wird in Abschnitt 4.3 und 4.4 gesondert eingegangen.
Unter der Voraussetzung von detektiertem Kontakt lautet die schwache Formulierung für den Nor-
malkontakt analog zu Gleichung 3.141
δ
∫
∂cψ(B)
p d da = 0. (3.145)
Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass die Integration stets bezüglich der aktuellen Kon-
figuration auszuführen ist. Für die Erfüllung der Kontaktbedingungen sind verschiedene Zugänge,
in Auswahl in Abbildung 3.12 dargestellt, denkbar. Die exakte Erfüllung der Kontaktbedingun-
gen wäre mit Hilfe der Methode der LAGRANGE-Multiplikatoren möglich. Dabei wird der Kon-
taktdruck p = p¯ als neue Unbekannte (LAGRANGE-Multiplikator) eingeführt. Die Variation des
Normalkontaktterms in Gleichung (3.145) ergibt sich somit zu
δ
∫
∂cψ(B)
p¯d da =
∫
∂cψ(B)
δp¯ d da+
∫
∂cψ(B)
p¯ δd da. (3.146)
Diese LAGRANGE-Multiplikatoren stellen jedoch zusätzliche Freiwerte dar, welche bei nicht-
konformem Kontakt zu einer variablen Größe des sich ergebenden Finite-Element-Gleichungs-
systems führen, was programmtechnisch schwer zu verwalten ist.
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Abbildung 3.12: Konstitutive Beziehungen für Approximation des Normalkontaktverhaltens (Ab-
bildung nach [NACKENHORST & ZASTRAU 1997])
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Weitere numerische Schwierigkeiten resultieren aus den nichtbesetzten Anteilen der Hauptdiago-
nalen, auf eine Anwendung der Methode der LAGRANGE-Multiplikatoren wird daher im Rahmen
der Finite-Element-Methode meist verzichtet [ZASTRAU et al. 1999].
Auf der Basis von experimentellen Untersuchungen (vgl. Abbildung 3.12) und statistischen Me-
thoden lassen sich konstitutive Beziehungen für den Normalkontakt herleiten (vgl. beispielsweise
[WILLNER 1995]). Eine gute Approximation des realistischen Kontaktverhaltens ist dabei mittels
des so genannten Penalty-Verfahrens möglich. Diese Strafparameter-Methode bedeutet für den
Normalkontakt die Approximation des Durchdringungsverbotes durch Minimierung der quadrati-
schen Funktion
δ
∫
∂cψ(B)
p d da ≈ δ
∫
∂cψ(B)
αN
2
d2 da =
∫
∂cψ(B)
αN dδd da. (3.147)
Dabei ist αN eine Konstante, der Penalty-Parameter. Dies entspricht in der mechanischen Inter-
pretation einer Approximation des Kontaktverhaltens durch ein linear-elastisches Stoffgesetz der
Form
p = αNd
∗ (3.148)
mit d∗ = d + ggrenz bei der Berücksichtigung einer Oberflächenrauigkeit nach Abbildung 3.8. Für
glatte Oberflächen gilt somit d∗ = d, die weiteren Ausführungen sollen auf diesen Fall der glat-
ten Oberflächen beschränkt werden. Der Parameter αN symbolisiert die Steifigkeit einer Kontakt-
schicht, welche als eine Art elastische Bettung verstanden werden kann. In Abhängigkeit von der
Wahl des Penalty-Parameters muss stets ein gewisses Maß an geometrischer Durchdringung tole-
riert werden. Dies kann u. U. in der numerischen Berechnung zu einer Verschlechterung der Kon-
ditionierung der Systemmatrizen führen, da zur Minimierung der real nicht vorhandenen Durch-
dringung ein unendlich hoher Penalty-Faktor notwendig wäre, um die exakte Bestimmung der
Kontaktspannungsverteilung zu ermöglichen.
Mit Hilfe des Augmented LAGRANGE-Zugangs ist es jedoch möglich, das Durchdringungsver-
bot (3.142) nahezu exakt zu erfüllen [DAMME 2000a]. Das Zulassen einer gewissen Weichheit
der Kontaktzone innerhalb der Penalty-Methode im Rahmen der numerischen Handhabbarkeit
bedeutet, dass ein gewisses Maß an Durchdringung der Kontaktpartner, vorstellbar als Zusam-
mendrückung der die Kontaktzone charakterisierenden Federn, akzeptiert werden muss. Eine
Durchdringung resultiert in einer vergrößerten Kontaktfläche, woraus sich eine Spannungsvertei-
lung im Kontaktgebiet ergibt, welche nicht mit den exakten Werten übereinstimmt (vgl. Abbil-
dung 3.13).
Es ist offensichtlich, dass, je größer die Ausdehnung der Kontaktzone infolge der Durchdringung
ist, sich geringere maximale Kontaktspannungen ergeben, was nicht realistisch ist. Durch Anwen-
dung der Augmented LAGRANGE-Methode können diese Probleme umgangen werden. Verringert
man die physikalisch nicht real vorhandene Durchdringung oder kann sogar erreichen, dass diese
Null wird, wie in der Normalkontaktbedingung (Gleichung 3.142) gefordert, so wird man eine ge-
naue Beschreibung der Ausdehnung der Kontaktfläche und damit der Kontaktspannungsverteilung
erhalten können.
Ihren Ursprung hat die Augmented LAGRANGE-Formulierung in der Mathematik, wo zur Er-
füllung von Gleichungsnebenbedingungen das Penalty-Verfahren durchaus ausreichend war, der
Wunsch nach exakter Erfüllung von Ungleichungsnebenbedingungen besonders auf dem Gebiet
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Abbildung 3.13: Iterative Minimierung der Durchdringung mittels Augmented LAGRANGE
des mathematischen Programmierens allerdings nach Verbesserungen verlangte. Wichtige mathe-
matische Ansätze dieser Methode gehen auf ROCKAFELLAR [ROCKAFELLAR 1974] und BERT-
SEKAS [BERTSEKAS 1982] zurück. Eingang in verschiedene Gebiete der Mechanik fand das Ver-
fahren im Rahmen der Anwendung der Finite-Element-Methode. Der Vorteil dieses Verfahrens
besteht darin, dass, wie beim Penalty-Verfahren, keine zusätzlichen Gleichungen erforderlich sind
und das Vorgehen sich physikalisch begründen lässt.
Der mathematische Grundgedanke des Augmented LAGRANGE-Verfahrens besteht bei Kontaktun-
tersuchungen in der iterativen Annäherung des Kontaktdrucks (vgl. Abbildung 3.14) durch
p (k+1) =
〈
p(k) + αNd
〉
(3.149)
an den wahren Wert. Die Einklammerung der rechten Seite kann dabei als MACAULAY66-Bracket
oder FÖPPL-Symbol 〈x〉 = 1
2
[x+ |x|] interpretiert werden. Mit diesem Ausdruck wird gewährlei-
stet, dass der Kontaktdruck p (k+1) im Iterationsschritt k+1 niemals negative Werte annimmt, was
in Gleichung (3.143) zur Erfüllung der Normalkontaktbedingungen gefordert wurde.
Bezüglich der Einbindung in die Methode der finiten Elemente (vgl. Kapitel 4), ist eine solche
Schreibweise nicht erforderlich, weil durch entsprechenden Routinen des Programmquellcodes
ohnehin gewährleistet wird, dass der Kontaktdruck niemals negative Werte annehmen kann, also
niemals zu einer Zugspannung wird. Es ist demnach ausreichend,
p (k+1) = p(k) + αNd
(k) (3.150)
zu schreiben. Aus Abbildung 3.14 ist abzulesen, wie mit sich verringernder Durchdringung ei-
ne Annäherung der Druckspannungen an den exakten Wert erfolgen kann. Ist die Durchdringung
kleiner als ein vorzugebender Grenzwert, ist Konvergenz bezüglich der Anpassung der Kontakt-
druckverteilung erreicht.
Als wesentliche Aspekte der Augmented LAGRANGE-Formulierung sind dabei die Folgenden zu
nennen:
66FRANCIS SOWERBY MACAULAY (1862-1937); britischer Mathematiker. Er studierte zunächst Mathematik in Cam-
bridge und war später Dozent für Mathematik in London. Von ihm stammen bedeutende Arbeiten auf den Gebieten
der algebraischen Geometrie und der Theorie der Polynome, er war zudem Herausgeber der Mathematical Gazette.
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Abbildung 3.14: Schema der iterativen Annäherung des Kontaktdrucks nach Gleichung 3.150
• Während der Gleichgewichtsiteration der Bewegungsgleichung (3.113) wird der Kontakt-
druck p(k) als Konstante angenommen, die bisher ermittelten Kontaktspannungen werden
als äußere Belastung in der Kontaktfläche auf die Körper angesetzt.
• Die iterative Auswertung der Bewegungsgleichung wird für die unbekannte Durchdringung
dk+1 analog zur reinen Penalty-Formulierung durchgeführt, die Lösung des Gleichungssy-
stems mit Hilfe der NEWTON-RAPHSON67-Methode ist davon unberührt. Dabei bleibt auf-
grund der verschachtelten Iteration die quadratische Konvergenz der inneren Schleife zur
Bestimmung des Gleichgewichtszustandes erhalten [SIMO & LAURSEN 1992].
• Die Anzahl der erforderlichen Augmentschritte wird durch die maximal tolerierbare, extern
vorzugebende zulässige Durchdringung
dmax ≤ dtol (3.151)
bestimmt.
• Der Kontaktdruck p(k) wird in jedem Augmentschritt zur äußeren Belastung hinzuaddiert.
Wird bereits detektierter Kontakt wieder gelöst, müssen die entsprechenden Kontaktkräfte
gelöscht, die Konvergenz geprüft und eventuell eine neue Iteration durchgeführt werden.
• Der Strafparameter kann nach SIMO [SIMO & LAURSEN 1992] beliebig klein gewählt wer-
den, ohne dass eine Verschlechterung des Endergebnisses erfolgt, es erhöht sich lediglich
die Anzahl der erforderlichen Augmentschritte.
In der numerischen Umsetzung (Kapitel 4) kann dabei auf die für das reine Penalty-Verfahren
entwickelten Algorithmen zurückgegriffen werden, es sind lediglich einige Ergänzungen bezüglich
der Abfrage der Abbruchkriterien vorzunehmen.
Die Tangentialkontaktbedingungen
Zusätzlich zu dem in Normalenrichtung übertragenen Kontaktdruck treten tangential zur Kontakt-
fläche in dieser weitere Kräfte auf. Während man beim Normalkontakt von einer formschlüssigen
67JOSEPH RAPHSON (1648-1715); britischer Mathematiker. Er war Mitglied der Royal Society und entwickelte die
NEWTON-Methode zur Approximation der Wurzeln einer Gleichung. RAPHSON arbeitete auf den Gebieten der Ma-
thematik, der Naturphilosophie und der Kosmologie.
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Kraftübertragung sprechen kann, werden die Tangentialkräfte reib- beziehungsweise kraftschlüs-
sig übertragen [ERTZ 2003]. Der Grundgedanke der Beschreibung des Tangentialkontakts ist dabei
die Formulierung auf der Grundlage der Haftbedingung
R := ‖τ‖ − τmax ≤ 0, (3.152)
mit welcher die Eigenschaft der Kontaktfläche, nur begrenzte Kontaktschubspannungen über-
tragen zu können, beschrieben wird. Nach CURNIER [CURNIER 1984] und WRIGGERS
[WRIGGERS 1995] sind zahlreiche konstitutive Modelle zur Beschreibung des Kontaktverhaltens
in tangentialer Richtung möglich. Die maximal übertragbare Kontaktschubspannung τmax kann
nicht nur vom zugehörigen Kontaktdruck, sondern u.a. auch vom Schlupfweg oder der Schlupfge-
schwindigkeit kontaktierender Partikel oder der Temperatur abhängig sein. Schematisch dargestellt
wird dies häufig mit Hilfe von Versagensflächen oder Fließkriterien (vgl. Abbildung 3.15), welche
besagen, dass kein Versagen auftritt, wenn die Resultierende aus Normalkraft und Tangentialkraft
innerhalb dieser Versagensflächen liegt. Im Fall der Anwendung der COULOMBschen Haftbedin-
gung (Abbildung 3.15 links), bedeutet dies, dass Haften herrscht, wenn die Resultierende innerhalb
des (Haft)-Kegels mit dem Winkel %0 = arctanµ0 liegt, wobei µ0 dem Haftbeiwert entspricht.
p
COULOMBscher Haftkegel parabolischeVersagensfl cheä
p
tK
%0
Abbildung 3.15: Modelle für Versagensflächen
Im Rahmen dieser Arbeit soll zunächst nach COULOMB die maximal in der Kontaktfläche über-
tragbare Kontaktschubspannung mit
τmax = µ0p, (3.153)
definiert werden.
In der Kontaktfläche sind dabei zwei verschiedene Reaktionen möglich. Tritt keine relative Ver-
schiebung zwischen den betrachteten Partikeln kontaktierender Körper auf, so haften diese anein-
ander, die maximal übertragbare Kontaktschubspannung wurde demnach nicht überschritten. Wird
τmax aber überschritten, so treten relative Verschiebungen s auf (vgl. Abbildung 3.16), man spricht
von Gleiten oder Schlupf.
Im Haftfall ist die herrschende Kontaktschubspannung kleiner als die nach Gleichung 3.152 ma-
ximal übertragbare, somit „kleben“ die kontaktierenden Teilchen aneinander. Sie erfahren keine
tangentialen Relativverschiebungen, der Schlupf s ist Null und somit auch die Schlupfgeschwin-
digkeit s˙. Es ist dabei darauf zu achten, dass es sich bei s˙ um eine lokale Schlupfgeschwindigkeit
handelt, die sich aus der Normierung
s˙ =
vs˙
VRef
(3.154)
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Abbildung 3.16: Zur Definition des Schlupfes
einer globalen Schlupfgeschwindigkeit vs˙ mit einer Referenzgeschwindigkeit VRef ergibt, welche
im vorliegenden Fall der Untersuchung von Rollkontakt der Schwerpunktsgeschwindigkeit des
rollenden Rades
VRef = ‖vS, Rad‖ (3.155)
entsprechen soll. Die globale Schlupfgeschwindigkeit vs˙ entspricht dabei der Relativgeschwindig-
keit der materiellen Teilchen in der ALE-Referenzkonfiguration
vs˙ = c
(1) − c(2) = Gradϕ(1) · χ˙(1) −Gradϕ(2) · χ˙(2), (3.156)
also der Differenz der konvektiven Geschwindigkeiten der kontaktierenden Partikel nach Glei-
chung 3.9.
Der Grenzübergang vom Haften zum Gleiten erfolgt beim Erreichen der maximal übertragbaren
Kontaktschubspannung τmax. Im Gleitfall erfahren die kontaktierenden Partikel gegenseitige, das
heißt relative, tangentiale Verschiebungen. Es tritt Schlupf auf und damit herrscht eine Schlupfge-
schwindigkeit, welche ungleich Null ist.
Zusammenfassend wird die Unterscheidung zwischen Haften und Gleiten mit Hilfe der Haftbedin-
gung und dem auftretenden Schlupf beziehungsweise der Schlupfgeschwindigkeit durchgeführt
(Tafel 3.1):
Haftbedingung Schlupf Schlupf-
geschwindigkeit
Haften R = ‖τ‖ − τmax < 0 ‖s‖ = 0 ‖s˙‖ = 0
Gleiten R = ‖τ‖ − τmax = 0 ‖s‖ > 0 ‖s˙‖ > 0
Tafel 3.1: Unterscheidung von Haften und Gleiten
Da im Rahmen der ALE-Betrachtungsweise, wie in Abschnitt 2.5 ausführlich dargestellt, die Ge-
schichte eines materiellen Teilchens nicht mit verfolgt wird und somit die tangentialen Relativver-
schiebungen s (der Schlupfweg) nicht a priori bekannt sind, wird zur Auswertung der Bewegungs-
gleichung 3.113 die Schlupfgeschwindigkeit s˙ herangezogen. Eine Möglichkeit zur Vermeidung
dieser Formulierung wäre die Integration der Schlupfgeschwindigkeit entlang der bestimmbaren
Bahnlinien der Teilchen. Für eine Umsetzung in der Finite-Element-Methode bedeutet dies aber
einen unvertretbar hohen numerischen Aufwand. Somit werden alle folgenden Formulierungen in
entsprechender Weise in Abhängigkeit von der Schlupfgeschwindigkeit s˙ hergeleitet, was in der
Haftbedingung in Tabelle 3.1 bereits berücksichtigt wurde.
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Analog zum Normalkontakt in Gleichung 3.144 lassen sich die Ungleichungsbedingungen nach
Tafel 3.1 zur so genannten KUHN-TUCKER-Bedingung
‖s˙‖R = 0 (3.157)
verknüpfen, die analog zu Gleichung 3.145 in der schwachen Formulierung zu erfüllen ist. Zur
Erzwingung der Randbedingungen stehen wiederum die bereits beim Normalkontakt beschriebe-
nen Methoden zur Verfügung. Auf die Anwendung der Methode der LAGRANGE-Multiplikatoren
nach WRIGGERS [WRIGGERS 1995] soll auch hier verzichtet werden, da durch die entstehende
variable Größe des Gleichungssystems mit dem Vektor der Kontaktschubspannungen als neuer
Unbekannter (LAGRANGE-Multiplikator) und schlecht konditionierte Systemmatrizen die nume-
rische Effizienz des Verfahrens nachteilig beeinflussen würden.
Für die Anwendung des Penalty-Verfahrens, welches auch bei der Erzwingung der Tangential-
kontaktbedingungen zulässig ist, sei zunächst auf die allgemeine Bewegungsgleichung 3.114 des
Kontinuums unter Berücksichtigung des Kontakts verwiesen. Dort ist zur Bestimmung der virtu-
ellen Arbeit der Kontaktschubspannungen
−δWK,t =
∫
∂cψ(B)
τ · δs da (3.158)
der Vektor der Kontaktschubspannungen τ mit dem Schlupfvektor s verknüpft. Die Erzwingung
der Haftbedingung erfolgt dabei wiederum mit einer Penalty-Formulierung mit
τ = αT s = αT sh (3.159)
im Haftfall. Wie bereits diskutiert wird bei der Anwendung der ALE-Betrachtungsweise der
Schlupfvektor s durch den Vektor der Schlupfgeschwindigkeiten s˙ ersetzt. Um eine gleichwer-
tige Formulierung zu Gleichung 3.158 zu erzielen, muss anstelle der Kontaktschubspannungen die
als korrespondierender Kraftstoß interpretierbare Größe
λ =
t2∫
t1
τ dt (3.160)
zur Bestimmung der virtuellen Arbeit der Kontaktschubspannungen verwendet werden. Glei-
chung 3.158 lautet bei Anwendung der Umkehrung der Kettenregel für die Zeitableitung
−δWK,t =
∫
∂cψ(B)
τ ·δs da =
∫
∂cψ(B)
dλ
dt
·δs da =
∫
∂cψ(B)
d
dt
(λ · δs) da−
∫
∂cψ(B)
λ ·δs˙ da. (3.161)
Für den Fall des stationären, also des zeitlich unveränderlichen Rollens kann gezeigt werden, dass
das erste Integral des letzten Terms in Gleichung 3.161 verschwindet, was der günstigen Wahl der
Variation des virtuellen Gleitweges δs zu den Zeitpunkten t1 und t2 aus Gleichung 3.160 entspricht.
Für eine ausführliche Herleitung sei an dieser Stelle auf die entsprechende Literatur verwiesen
[NACKENHORST 2000]. Die Formulierung entspricht der Tatsache, dass beim stationären Rollen
als Ein- und Auslaufbedingung ein stoßfreies Ein- und Austreten der kontaktierenden Teilchen in
die Kontaktfläche erfolgt, die materiellen Teilchen laufen ohne Geschwindigkeitsdifferenz s˙ in den
Kontakt ein und aus.
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In der Übertragung auf die Tangentialkontaktbedingungen bedeutet dies, wie in Abbildung 3.17
dargestellt, dass die Haftbedingung für den Fall des stationären Rollens durch identische tangen-
tiale Geschwindigkeiten charakterisiert ist und im Gleitfall lediglich eine identische Richtung der
tangentialen Geschwindigkeiten der kontaktierenden Teilchen am Kontaktpunkt bei gleicher Ge-
schwindigkeit und Verschiebung in Normalenrichtung zu fordern ist.
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Abbildung 3.17: Die Tangentialkontaktbedingungen beim Rollkontakt
Durch das letzte Integral in Gleichung 3.161
−δWK,t =
∫
∂cψ(B)
τ · δs da = −
∫
∂cψ(B)
λ · δs˙ da (3.162)
wird die eigentliche Haftbedingung ‖s˙‖ = 0 charakterisiert, für welche auch die für den Normal-
kontakt diskutierten Verfahren (Penalty, Augmented LAGRANGE) angewendet werden können.
Die Penalty-Formulierung, wie sie bereits für die Erfüllung der Normalkontaktbedingungen (Glei-
chung 3.148) verwendet wurde, wird hier bei der Beschreibung der Tangentialkontaktbedingungen
zur Erzwingung der eigentlichen Haftbedingung
s˙ = 0 (3.163)
herangezogen, erst danach kann geprüft werden, ob die Haftbedingung tatsächlich erfüllt ist oder
Gleiten eintritt.
Es wird dabei angenommen, dass die Schlupfgeschwindigkeit s˙, die eine tangentiale Relativge-
schwindigkeit ist, sich nach WILLNER [WILLNER 2003] in einen kleinen (reversiblen) Haftan-
teil s˙h, der theoretisch Null sein müsste, und einen (irreversiblen) Gleitanteil s˙g
s˙ = s˙h + s˙g (3.164)
zerlegen lässt, wobei die eigentliche Penalty-Regularisierung ganz offensichtlich nur für den
Haftanteil
s˙h =
τ˙
αT
= − λ
αR
(3.165)
vorzunehmen ist ([NACKENHORST 2000], Abschnitt 4.1). In Gleichung 3.164 wird dabei jeweils
der Zusammenhang zwischen den laut Bewegungsgleichung 3.114 korrespondierenden Größen
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mit Hilfe des Penalty- (Straf)-Parameters hergestellt. Die Einführung des Penalty-Faktors ent-
spricht also einer Aufweichung der Kontaktbedingungen in tangentialer Richtung, dem Zulassen
einer gewissen tangentialen Kontakt„weichheit“, womit für den Haftfall Gleichung 3.162 die Form
−δWK,t = −
∫
∂cψ(B)
λ · δs˙ da =
∫
∂cψ(B)
αRs˙ · δs˙ da (3.166)
annimmt.
Der Anteil der eigentlichen Gleitgeschwindigkeit s˙g in Gleichung 3.164 muss gesondert betrachtet
werden. In Analogie zur Plastizitätstheorie lässt sich nach HOFFMANN [HOFFMANN 2003] eine
Gleitregel, die im Kontaktspannungsraum der Fließregel im Hauptspannungsraum entspricht, her-
leiten, wie sie bereits in Abbildung 3.15 dargestellt ist. Dabei wird der Raum nicht durch Haupt-,
sondern durch Kontaktspannungen (Kontaktdruck und Kontaktschubspannungen) beschrieben und
R in Gleichung 3.152 kann als solche Gleitfläche interpretiert werden.
Damit lässt sich nach WRIGGERS [WRIGGERS 1995], welcher die Terme s˙h und s˙g in Glei-
chung 3.164 als elastischen und plastischen Schlupf interpretiert, der Anteil der Gleitgeschwin-
digkeit s˙g mit den Standardkonzepten der Elasto-Plastizitätstheorie behandeln.
Somit entspricht Gleichung 3.152 mit der Fließfläche R einem plastischen Schlupf-Kriterium,
welches die Herleitung einer konstitutiven Evolutionsgleichung
s˙g = −ξ˙ τ‖τ‖ (3.167)
als Gleitregel auch bei großen Verformungen in der Kontaktfläche ermöglicht. Dabei ist ξ˙ ein
dimensionsbehafteter, plastischer Parameter, welcher die Größe des plastischen Schlupfes charak-
terisiert. Da die FließflächeR ein Potential beinhaltet, lässt sich Gleichung 3.167 auch mit
s˙g = −ξ˙ ∂R
∂τ
(3.168)
schreiben, was nach CURNIER [CURNIER 1984] einer nichtassoziierten Fließ- beziehungsweise
Gleit-Regel entspricht. Die Gleitgeschwindigkeit s˙ steht somit nicht normal auf der Gleitfläche,
sondern weist radial nach außen. Das Einsetzen von Gleichung 3.165 und 3.167 in die Gleichung
für die Zerlegung der Schlupfgeschwindigkeit in die Anteile aus Haften und Gleiten (3.164) führt
zu einer Evolutionsgleichung
τ˙ = αT
(
s˙+ ξ˙
τ
‖τ‖
)
, (3.169)
die für die Ermittlung der Kontaktschubspannungen durch direkte Integration gelöst werden kann
und zu
∆τ = αT
(
∆s+∆ξ
τ
‖τ‖
)
(3.170)
führt. Der Evolutionsparameter ∆ξ in dieser Gleichung wird auf Grundlage entsprechender Pro-
jektionsverfahren (siehe beispielsweise bei WRIGGERS [WRIGGERS 1995]) in einem Prediktor-
Korrektor-Verfahren bestimmt und lautet für den Haftfall
∆ξ = 0 (3.171)
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und im Gleitfall
∆ξ = − R
αT
. (3.172)
Bezüglich der numerischen Umsetzung der Haft- Gleitunterscheidung und weiterer diesbezügli-
cher Details sei auf Abschnitt 4.5 verwiesen.
Zusammenfassend kann gesagt werden, dass bei Anwendung einer ALE-Formulierung sich eine
Penalty-Regularisierung zur Erfüllung der Kontaktungleichungsbedingungen als sinnvoll erweist.
Es müssen keine zusätzlichen Variablen eingeführt werden, was sich günstig auf die numerische
Effizienz der entsprechenden Verfahren bei der Anwendung der Methode der finiten Elemente
auswirkt. Zusammen mit der Relativkinematik nach Abschnitt 3.2, den allgemeinen kontinuums-
mechanischen Grundlagen nach Abschnitt 3.3 und der Kontaktmechanik nach Abschnitt 3.5 kann
die in Abschnitt 3.4 eingeführte Bewegungsgleichung für eine Anwendung zur Untersuchung von
Rollkontakt vorbereitet werden.
Die detaillierte Beschreibung der numerischen Umsetzung der vorgestellten Gleichungen und Ver-
fahren ist Inhalt von Kapitel 4. Die Verifikation der entwickelten Algorithmen erfolgt anschließend
in Kapitel 5 anhand geeigneter numerischer Beispiele.
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4 Numerischer Lösungszugang und rechentechnische Umsetzung
4.1 Allgemeine Bemerkungen zur Methode der finiten Elemente
Die Notwendigkeit der numerischen Beschreibung der beim Rollkontakt des Rades mit der Schie-
ne auftretenden Phänomene wurde in Abschnitt 2.3 begründet, so dass hier die entsprechenden
Werkzeuge bereitzustellen sind. Grundlage numerischer Methoden sind die für das betrachtete
Kontinuum gültigen Differentialgleichungen. Diese Beziehungen zur Beschreibung von Kontakt-
problemen wurden in Kapitel 3 hergeleitet und liegen sämtlich in integraler Form vor, so dass eine
Integration über die beteiligten Körper und Flächen erforderlich wird. Im Allgemeinen lässt sich
für diese Gleichungen keine geschlossene Lösung finden und so hat sich hierfür in den vergange-
nen Jahren die Methode der finiten Elemente (FEM) etabliert.
Im Rahmen der Finite-Element-Methode wird das zu betrachtende Gebiet in einfach berandete Un-
tergebiete, die finiten Elemente, unterteilt. Ansätze für Geometrie, Verschiebungsfelder etc. werden
lokal und somit unabhängig von der Gesamtstruktur getroffen. In jedem der Elemente wird für die
das Problem beschreibenden Funktionen ein problemgerechter Ansatz gewählt. Details zu den im
Rahmen dieser Arbeit gewählten Ansätzen sind in Abschnitt 4.4 angegeben.
Dieses Vorgehen vereinfacht die Gebiete, für welche die Bewegungsdifferentialgleichungen, wel-
che nicht-lineare partielle Differentialgleichungen sind, ausgewertet werden müssen und ermög-
licht über dies hinaus eine größere Flexibilität bei der Berücksichtigung von Randbedingungen.
Die Elemente selbst werden durch eine bestimmte Anzahl von Knoten definiert und über die Kno-
ten an den Elementrändern miteinander verbunden, die Verschiebungen im Element werden über
Ansatzfunktionen in Abhängigkeit von den Knotenpunktverschiebungen angenähert.
Die gewählten Differentialgleichungen müssen dabei die Gleichgewichtsbedingungen und die Be-
wegungsgleichungen unter Einbeziehung des Materialgesetzes sowie möglicherweise von Verbund
im Element ausdrücken und dabei für alle Elemente des Systems gültig sein. Das anschließende
Assemblieren der Gesamtstruktur geschieht durch Summation über alle Elemente. Dabei entsteht
ein nicht-lineares Gleichungssystem zur Bestimmung der Bewegungsgrößen und damit des Ver-
schiebungszustandes. Um nicht-lineare Probleme mit Hilfe numerischer Verfahren, wie beispiels-
weise dem NEWTON-RAPHSON-Verfahren (vgl. Abschnitt 4.2) zu lösen, ist eine konsistente, also
kontinuumsmechanisch begründete Linearisierung der gewählten Differentialgleichungen erfor-
derlich. Dies soll in Abschnitt 4.3 genauer betrachtet werden. Soll die Nicht-Linearität der unter-
suchten Probleme beim Rollkontakt betrachtet werden, ist es notwendig, die Bewegung, welche
das System beschreibt, inkrementell zu formulieren. Damit ist eine Auswertung der betrachteten
Gleichungen nur noch zu diskreten Zeitpunkten beziehungsweise für verschiedene Lastschritte
erforderlich.
Ferner soll in diesem Kapitel auf die rechentechnische Umsetzung der entwickelten Algorithmen
eingegangen werden. Die Struktur des Finite-Element-Programmpakets beispielsweise wird in Ab-
schnitt 4.6.1 beschrieben, bezüglich der für die Untersuchung von Rollkontakt erforderlichen Kon-
taktalgorithmen sei insbesondere auf Abschnitt 4.6.4 verwiesen.
4.2 Zur Lösung nicht-linearer Strukturgleichungen
Bei der Untersuchung von Rollkontakt handelt es sich um eine hochgradig nicht-lineare Problem-
stellung. Die Anforderungen an eine lineare Finite-Element-Berechnung mit Hilfe von Gleichge-
wichtsbedingungen, wie beispielsweise
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• die Beschränkung auf kleine Verschiebungen und Verzerrungen,
• die Gültigkeit des linear-elastischen Materialverhalten oder
• das ausschließliche Vorhandensein konstanter Zwangsbedingungen (dies würde auch für die
Kontaktrandbedingungen gelten)
werden dabei teilweise verletzt. Somit ist eine lineare Betrachtung nicht möglich. Die Finite-Ele-
ment-Diskretisierung der schwachen Form der Bewegungsgleichung (Gleichung 3.114) unter Be-
rücksichtigung von Kontakt liefert das dynamische Gleichgewicht in Form einer nicht-linearen
Differentialgleichung. Die Diskretisierung des Prinzips der virtuellen Arbeit (vgl. Abschnitt 3.4.2)
definiert dabei die tangentiale Steifigkeitsmatrix, welche die Basis der Lösung der nicht-linearen
Strukturgleichungen mit Hilfe iterativer Verfahren ist und gleichzeitig die Systemeigenschaften der
untersuchten Struktur charakterisiert [MESCHKE & KUHL 2002].
Allgemein formuliert lässt sich die schwache Form der Bewegungsgleichung (Gleichung 3.114)
als nicht-lineare Vektorgleichung
Ri (un) = Ln (4.1)
ausrücken. Dabei entspricht Ln dem Vektor der Beanspruchungen in der Konfiguration im Last-
schritt n zum Zeitpunkt t und Ri (un) dem Vektor der inneren Kräfte, welcher den Spannungszu-
stand im System in der aktuellen Konfiguration wiedergibt. Diese aktuelle Konfiguration ist vom
aktuellen Verschiebungszustand der untersuchten Struktur
un = ϕ (χ, t) (4.2)
abhängig.
Das Grundproblem einer jeden nicht-linearen Berechnung ist also die Ermittlung des Gleichge-
wichtszustandes eines Körpers für einen bestimmten Belastungszustand [BATHE 1990]. Ohne nä-
her auf die einzelnen Terme einzugehen (dies geschieht in Abschnitt 4.4), muss Gleichung 4.1,
welche das Gleichgewicht des Systems in der aktuellen Geometrie unter Berücksichtigung aller
Nicht-Linearitäten, der Randbedingungen und bei kinetischen Berechnungen auch der Trägheits-
und Dämpfungsterme beschreibt, zum Zeitpunkt t + ∆t gültig sein. Beide Vektoren werden da-
bei auf der Basis des Prinzips der virtuellen Verschiebungen berechnet. Da jedoch der Vektor der
inneren Kräfte Ri (u) von den Knotenpunktverschiebungen abhängig ist, ist Gleichung 4.1 auf
iterativem Weg zu lösen.
Eine weit verbreitete Methode für eine solche iterative Lösung ist das NEWTON-RAPHSON-
Verfahren, welches zuerst von CAUCHY [CAUCHY 1847] publiziert wurde und auf einer mehrdi-
mensionalen TAYLOR68-Reihenentwicklung des Vektors der inneren KräfteRi (u) um einen durch
den Verschiebungszustand der aktuellen Konfiguration bestimmten Verformungszustand beruht.
Die allgemeine Vorgehensweise innerhalb eines solchen Full NEWTON-RAPHSON-Verfahrens
ist in Abbildung 4.1 dargestellt. Es wird, ausgehend vom Gleichgewichtszustand im Lastschritt
n, welcher durch den Verschiebungszustand un und den daraus resultierenden inneren Kräften
Ri (un) charakterisiert ist, das Gleichgewicht für den Lastschritt n + 1 mit der Lösung un+1 und
daraus resultierendRi (un+1) numerisch auf iterativemWeg berechnet. Innerhalb eines Lastschrit-
tes sind somit mehrere Iterationsschleifen zu durchlaufen. Zu Beginn des Lastschrittes n+ 1 wird
68BROOK TAYLOR (1685-1731); britischer Mathematiker und Jurist. Er legte 1715 mit einem Lehrbuch über Analysis
den Grundstein für die partielle Integration und die Methode der Finiten Differenzen, in der Geometrie verdankt man
TAYLOR Fortschritte in der Theorie der linearen Perspektive.
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vom Gleichgewichtszustand ausgegangen und der Verschiebungszustand mit u0n+1 = un vorgege-
ben. Der Vektor der inneren KräfteRi
(
u1n+1
)
, welcher den inneren Spannungszustand im System
im Iterationsschritt k = 1 des Lastschrittes n + 1 repräsentiert, lässt sich mit Hilfe spezieller
Methoden, auf welche gesondert in Abschnitt 4.4 eingegangen wird, bestimmen.
Berechnung der inneren Kr fteä
Berechnung der tangentialen Steifigkeitsmatrix
Berechnung des Verschiebungsinkrementes
Verschiebungs-Update
Pr fung des Konvergenzkriteriumsü
Schleife ber die Iterationsschritte, Beginn = 0, bis Konvergenzü k
Generierung der u eren Lastenä ß
k+1 k
, Definition der Anfangsverschiebungen
Schleife ber die Lastschritte, Beginn = 0ü n
n+1 n
Abbildung 4.1: Allgemeiner Algorithmus des Full NEWTON-RAPHSON-Verfahrens
Die Gleichgewichtsbeziehung nach Gleichung 4.1, welche erfüllt sein soll, wird auf der Basis einer
TAYLOR-Reihenentwicklung mit
Ri
(
u1n+1
)
= Ri
(
u0n+1
)
+Kt
(
u0n+1
)
∆u = Ln+1 (4.3)
formuliert, so dass die Lösung dieser Gleichung das Verschiebungsinkrement ∆u liefert, welches
zur Approximation des Verschiebungszustandes im k-ten Iterationsschritt
u1n+1 = u
0
n+1 +∆u (4.4)
zu verwenden ist. Die Qualität der Lösung wird anhand des ResiduumsLn+1−Ri
(
u1n+1
)
und eines
entsprechenden Konvergenzkriteriums bewertet. Ist die Lösung noch nicht ausreichend genau, so
sind weitere Iterationsschritte durchzuführen (vgl. Abbildung 4.2).
Die Größe Kt
(
u0n+1
)
ist dabei eine tangentiale Steifigkeitsmatrix, auf deren Inhalt und Aufbau
in Abschnitt 4.4 detailliert eingegangen wird. Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass
nach jedem Iterationsschritt eine erneute Berechnung dieser tangentialen Steifigkeitsmatrix auf der
Grundlage des aktuellen Verformungszustandes und damit auch eine erneute Inversion erforderlich
ist.
Soll dieser numerische Aufwand vermieden werden, kann das Modified NEWTON-RAPHSON-
Verfahren zur Anwendung kommen, bei welchem kein Neuaufbau der tangentialen Steifigkeits-
matrix erfolgt, womit allerdings die Konvergenz verringert wird und sich die Anzahl der erfor-
derlichen Iterationsschritte erhöht (vgl. Abbildung 4.2). Das Full NEWTON-RAPHSON-Verfahren
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Abbildung 4.2: Funktionsweise des Full und des Modified NEWTON-RAPHSON-Verfahrens (Ab-
bildung nach [MESCHKE & KUHL 2002])
selbst ist von quadratischer Konvergenz und konvergiert immer dann, wenn der Startvektor ausrei-
chend nah an der Lösung liegt. Das vorgestellte NEWTON-RAPHSON-Verfahren ist Grundlage des
Finite-Element-Programms, welches im Rahmen dieser Arbeit zur Untersuchung von Rollkontakt
verwendet wird, seine numerische Umsetzung wird in Abschnitt 4.6 detailliert behandelt.
4.3 Die Formulierung der inkrementellen Bewegungsgleichung
Wie in den Abschnitten 4.1 und 4.2 beschrieben, sind für eine numerische Behandlung der nicht-
linearen Bewegungsgleichung nach Gleichung 3.114 konsistente, kontinuumsmechanisch begrün-
dete Verfahren anzuwenden; somit müssen die entsprechenden Gleichungen in dafür adäquater
Form formuliert werden. Im Rahmen nicht-linearer Berechnungen muss die Bewegungsgleichung
nach Gleichung 3.114∫
χ(B)
%ˆ
dv
dt
· η dvˆ +
∫
χ(B)
Pˆ · ·Gradη dvˆ −
∫
χ(B)
%ˆb · η dvˆ −
∫
∂tχ(B)\∂cψ(B)
T · η daˆ
+δ
∫
∂cψ(B)
(p d+ τ · s) da = 0 (4.5)
in inkrementellen Schritten zu diskreten Zeitpunkten t und t+∆t ausgewertet werden, wobei vor-
ausgesetzt wird, dass die Gleichgewichtskonfiguration zum Zeitpunkt t bekannt ist. Gleichung 4.5
lässt sich zum Zeitpunkt t+∆t in verkürzter Form mit
δt+∆tT + δt+∆tW − δt+∆tWLast − δt+∆tWKontakt = 0 (4.6)
schreiben. Dabei entspricht δt+∆tT der Variation der kinetischen Energie, δt+∆tW derjenigen der
inneren Energie sowie δt+∆tWLast der virtuellen Arbeit der äußeren Kräfte und δt+∆tWKontakt der-
jenigen der Kontaktkräfte69.
69Im Nachfolgenden werden im Index die Bezeichnungen „Last“ und „Kontakt“ durch „L“ bzw. „K“ abgekürzt.
4.3 Die Formulierung der inkrementellen Bewegungsgleichung 87
Die für eine numerische Lösung mittels iterativer Methoden wie mit dem im Abschnitt 4.2 vor-
gestellten NEWTON-RAPHSON-Verfahren erforderliche Linearisierung des Problems basiert dabei
zunächst auf der inkrementellen Formulierung der Bewegung
t+∆tϕ = tϕ+∆ϕ, (4.7)
womit eine Auswertung der Bewegungsgleichung nur zu diskreten Zeitpunkten durchgeführt wer-
den muss. Eine Linearisierung der Terme in Gleichung 4.6 bezüglich der Verschiebungen ist
dabei auf der Grundlage der GÂTEAUX70schen Ableitung möglich [MESCHKE & KUHL 2002].
Damit lautet die inkrementelle Linearisierung einer beliebigen Funktion F mit dem GÂTEAUX-
Differential ∆F (tϕ) beispielsweise nach KLINGBEIL [KLINGBEIL 1989]
F (t+∆tϕ) = F (tϕ+∆ϕ) ≈ F (tϕ)+∆F (tϕ) . (4.8)
Für die Linearisierung der Variation der inneren Energie δt+∆tW gilt dabei
δt+∆tW =
∫
χ(B)
t+∆tPˆ · ·Gradη dvˆ =
∫
χ(B)
Gradη · ·tPˆ dvˆ +
∫
χ(B)
Gradη · ·∆Pˆ dvˆ
=
∫
χ(B)
Gradη · ·tPˆ dvˆ +
∫
χ(B)
Gradη · ·
(
Grad∆ϕ · tSˆ+Grad tϕ ·∆Sˆ
)
dvˆ
(4.9)
mit dem Zweiten PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor Sˆ nach Gleichung 3.57 und dem relativen
Deformationsgradienten Fˆ nach Gleichung 3.20. Die Vertauschung der Reihenfolge ist aufgrund
der Eigenschaften des Doppelskalarproduktes zulässig. Es kann ferner gezeigt werden, dass für
den inkrementellen Zuwachs des Zweiten PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensors
∆Sˆ = C · · [Grad∆ϕ ·Grad tϕ+Grad tϕ ·Grad∆ϕ] (4.10)
gilt [NACKENHORST et al. 2000]. Damit lautet die Linearisierung der Variation der inneren Ener-
gie
δt+∆tW =
∫
χ(B)
Gradη · ·tPˆ dvˆ +
∫
χ(B)
Gradη · ·Grad∆ϕ · tSˆ dvˆ+
∫
χ(B)
Gradη · ·Grad tϕ · C · · [Grad∆ϕ ·Grad tϕ+Grad tϕ ·Grad∆ϕ] dvˆ.
(4.11)
Die diskrete Formulierung dieser Gleichung bezüglich eines finiten Elementes wird in Ab-
schnitt 4.4, respektive Gleichung 4.51, gesondert demonstriert. Es sei an dieser Stelle zunächst
nur angemerkt, dass der dritte Term der rechten Seite von Gleichung 4.11 mit den GREENschen
Verzerrungen, welche mit der eigentlichen Systemsteifigkeit verbunden sind, korrespondiert, der
zweite Term hingegen stellt die „Anfangspannungsmatrix“ dar [WRIGGERS 2001].
70RENÉ GÂTEAUX (1887-1914); französischer Mathematiker. Er beschäftigte sich insbesondere mit Funktionenana-
lysis und Potentialtheorie. GÂTEAUX fiel zu Beginn des 1. Weltkrieges, alle seine Veröffentlichungen wurden posthum
durch PAUL PIERRE LÉVY herausgegeben.
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Besondere Aufmerksamkeit muss dem Term der Variation der kinetischen Energie
δt+∆tT =
∫
χ(B)
%ˆ
d t+∆tv
dt
· η dvˆ, (4.12)
der wesentlich aus der verwendeten ALE-Formulierung resultiert, gewidmet werden, er entspricht
der virtuellen Arbeit der Trägheitskräfte. Unter Berücksichtigung der materiellen Zeitableitung
nach Gleichung 3.15 und der Tatsache, dass sich im Rahmen der ALE-Betrachtungsweise die Ge-
samtgeschwindigkeit nach Gleichung 3.7 aus einem konvektiven Anteil c und einem relativen
Anteil vˆ zusammensetzt und beim stationären Rollen für alle Ableitungen
∂ (. . . )
∂t
∣∣∣∣
χ
= 0 gilt71,
liefert die Umformung der Terms in Gleichung 4.12 für den stationären Fall∫
χ(B)
%ˆ
d t+∆tv
dt
· η dvˆ =−
∫
χ(B)
%ˆ
(
Grad t+∆tϕ ·w) · (Gradη ·w) dvˆ
+
∫
∂χ(B)
%ˆ η · (Grad t+∆tϕ ·w) (w · nˆ) daˆ. (4.13)
Der zweite Term der rechten Seite beschreibt die virtuelle Arbeit des Impulsstromes, der mit der
konvektiven Geschwindigkeit über den Rand eines Gebietes fließt. Dieser Term verschwindet an
allen natürlichen Oberflächen bei der Beschreibung homogener rotierender Körper, da an jeder
Stelle w ⊥ nˆ gilt.
Diese Beziehung ist nun bezüglich der Bewegung ϕ zu linearisieren. Mit Gleichung 4.7 folgt∫
χ(B)
%ˆ
d t+∆tv
dt
· η dvˆ =−
∫
χ(B)
%ˆ
(
Grad tϕ ·w) · (Gradη ·w) dvˆ
−
∫
χ(B)
%ˆ (Grad ∆ϕ ·w) · (Gradη ·w) dvˆ
+
∫
∂χ(B)
%ˆ η · (Grad tϕ ·w) (w · nˆ) daˆ
+
∫
∂χ(B)
%ˆ η · (Grad ∆ϕ ·w) (w · nˆ) daˆ, (4.14)
wobei die beiden letzten Terme bei entsprechender Wahl der Randbedingungen wieder verschwin-
den. Zur diskreten Formulierung zur Anwendung im Rahmen der Methode der finiten Elemente
sei auf Abschnitt 4.4, Gleichung 4.52 verwiesen.
Des Weiteren sind diejenigen Terme der schwachen Form der Bewegungsgleichung nach Glei-
chung 4.5 zu betrachten, welche die virtuelle Arbeit der äußeren Lasten
δt+∆tWL =
∫
χ(B)
%ˆ t+∆tb · η dvˆ +
∫
∂tχ(B)\∂cψ(B)
t+∆tT · η daˆ (4.15)
71Dies entspricht dem Verschwinden der lokalen Zeitableitungen beim stationären Rollen.
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beinhalten. Da die Bewegung t+∆tϕ nicht explizit enthalten ist, kann die Linearisierung dieser Ter-
me entfallen, es ist lediglich eine diskrete Beschreibung der Gleichungen für die Finite-Element-
Formulierung erforderlich, dies erfolgt in Gleichung 4.62.
Besondere Aufmerksamkeit muss bei der Untersuchung von Rollkontakt dem Kontaktterm
−δ t+∆tWK = δ
∫
∂cψ(B)
(p d+ τ · s) da (4.16)
gewidmet werden, welcher aus der Herleitung über das Reaktionsaxiom kontaktierender Körper
(Gleichung 3.115) folgt (vgl. auch Abbildung 3.10).
In Abschnitt 3.5.4 wurde auf die schwache Formulierung der Normalkontaktbedingungen mit Hilfe
einer SIGNORINI-Bedingung eingegangen, woraus sich unter Verwendung von Gleichung 4.8 für
den Normalkontaktanteil rein formal die konsistente Linearisierung dieser Gleichung nach WRIG-
GERS [WRIGGERS 1988] mit
−δ t+∆tWK,n = −δ tWK,n −∆δWK,n (4.17)
=
∫
∂cψ(B)
tp δd da+∆
∫
∂cψ(B)
tp δd da
=
∫
∂cψ(B)
tp δd da+
∫
∂cψ(B)
∆p δd da+
∫
∂cψ(B)
tp∆δd da (4.18)
ableiten lässt. Die Bestimmungsgleichung für die Variation der Durchdringungsfunktion δd war in
Gleichung 3.138 gegeben, der inkrementelle Zuwachs des Kontaktdrucks kann somit mit
∆p =
∂p
∂d
∆d (4.19)
angegeben werden, wobei sich der inkrementelle Zuwachs der Durchdringungsfunktion analog zu
Gleichung 3.136 aus
∆d = − (∆ϕ(1) −∆ϕ(2)) · an
= − (∆ϕ(1) −∆ϕ(2) − aα∆ζα) · an (4.20)
bestimmen lässt.
Es verbleibt noch die Ermittlung der Linearisierung der virtuellen Durchdringung ∆δd. Es kann
gezeigt werden [WILLNER 1995], dass für diesen Term unter Ausnutzung der Tatsache, dass der
Normalenvektor (auf der Oberfläche des parametrisierten Körpers 2) senkrecht auf der von den
Tangentenvektoren aufgespannten Ebene steht (an⊥aα),
∆δd =
(
η
(2)
,β ∆ζ
β +∆ϕ(2),α δζ
α + aα, βδζ
α∆ζβ
)
· an
− dan ·
(
η
(2)
,β + aβ, αδζ
α
)
mβγ
(
∆ϕ(2),γ + aγ, δ∆ζ
δ
) · an (4.21)
geschrieben werden kann. Dabei ist für die Bestimmung der Variation der Gleitwege das in Glei-
chung 3.134 angegebene Gleichungssystem anzuwenden und für die inkrementelle Änderung der
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Kurvenparameter∆ζβ eine analoge Herleitung durchzuführen, indem in Gleichung 3.121 zunächst
die Abbildung ∆(. . . ) ausgeführt wird und man durch Einsetzen von Gleichung 3.132
0 =
(
∆ϕ(1) −∆ϕ(2) − aβ∆ζβ
) · aα − dan ·∆aα (4.22)
erhält. Weiterhin wird die inkrementelle Änderung der Tangentenvektoren aα benötigt, ausgehend
von Gleichung 3.117 gilt
∆aα = ∆
(
∂ψt
∂ζα
)
= ∆ϕ(2),α + aα, β∆ζ
β. (4.23)
Das Einsetzen in Gleichung 4.22 mit anschließendem Umsortieren und Auflösen nach ∆ζβ liefert
das Gleichungssystem zur Bestimmung des inkrementellen Zuwachses der Gleitwege
∆ζβ (mαβ + dan · aα, β) =
(
∆ϕ(1) −∆ϕ(2)) · aα − dan ·∆ϕ(2),α , (4.24)
wie es in Gleichung 4.21 benötigt wird. Wie erkennbar ist, kann, analog zur Bestimmung der
Variation der Gleitwege in Gleichung 3.134, keine geschlossene Auflösung nach ∆ζβ erfolgen.
Im Rahmen der Anwendung der Methode der finiten Elemente kann das lineare Gleichungssystem
aber vergleichsweise problemlos innerhalb des Algorithmus zur Kontaktabfrage gelöst werden, auf
diesbezügliche Details wird in Abschnitt 4.6.4 eingegangen.
Es sei ferner angemerkt, dass sich die geometrischen Größen praktikabel im Rahmen einer nu-
merischen Behandlung bestimmen lassen, für den Kontaktdruck p sowie dessen inkrementellen
Zuwachs aber konstitutive Beziehungen bereitgestellt werden müssen. Als äußerst günstiges Ver-
fahren erweist sich dabei die Anwendung der in Abschnitt 3.5.4 eingeführten Penalty-Methode,
bei welcher der Kontaktdruck auf der Grundlage des negativen Abstandes beziehungsweise der
Durchdringung beim Kontakt definiert wird und sich somit nach Gleichung 4.19 berechnen lässt.
Mit dem Term der virtuellen Arbeit der Kontaktschubspannungen ist analog zu verfahren. Zunächst
sei angemerkt, dass der Anteil der Kontaktschubspannungen auch mit
−δ t+∆tWKontakt = −δ t+∆tWK = δ
∫
∂cψ(B)
(p d+ τ · s) da = δ
∫
∂cψ(B)
(p d+ ταζ
α) da (4.25)
geschrieben werden kann, was einer Projektion der Kontaktspannungen in die Tangentialebene der
konvektiven (also starrkörperbewegten/ALE) Basis aα entspricht und somit τα die Kontaktschub-
spannungen in derselben sind. Formal gilt für diesen Term analog zu Gleichung 4.17
δ
∫
∂cψ(B)
t+∆tτα ζ
α da =
∫
∂cψ(B)
t+∆tτα δζ
α da
=
∫
∂cψ(B)
tτα δζ
α da+
∫
∂cψ(B)
∆τα δζ
α da+
∫
∂cψ(B)
tτα∆δζ
α da. (4.26)
Während der erste Term wieder dem bekannten Zustand des zum Zeitpunkt t im Gleichgewicht be-
findlichen Systems entspricht und die Variation des Gleitweges mit Hilfe des in Gleichung 3.134
angegebenen Gleichungssystems bestimmt wird, sind ferner die inkrementellen Zuwächse der
Kontaktschubspannungen ∆τα und der Variation der Gleitwege ∆δζβ anzugeben. Für die Kon-
taktschubspannungen kann nach WILLNER [WILLNER 1995] rein formal
∆τα =
∂τα
∂ζβ
∆ζβ +
∂τα
∂d
∆d (4.27)
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geschrieben werden. Eine Auswertung dieser Gleichung ist mit Hilfe von Evolutionsgleichungen
möglich. Es kann jedoch auf die Berücksichtigung des Anteils aus der Durchdringungsfunkti-
on verzichtet werden, da die linearisierten Terme im verwendeten numerischen Lösungsverfahren
(NEWTON-RAPHSON) ohnehin die tangentiale Steifigkeitsmatrix bilden, die Vernachlässigung von
Termen also nicht die Genauigkeit der Lösung, sondern lediglich die Konvergenz derselben beein-
trächtigt. Es ist weiterhin sehr sinnvoll, den zweiten Term der rechten Seite in Gleichung 4.27 zu
vernachlässigen, weil er unsymmetrische Anteile in der Steifigkeitsmatrix liefern würde, was bei
den üblicherweise verwendeten Gleichungslösern zu einem erhöhten numerischen Aufwand füh-
ren könnte ([WILLNER 1995]). Es wird also nur derjenige Anteil der inkrementellen Änderung der
Kontaktschubspannungen
∆τα =
∂τα
∂ζβ
∆ζβ (4.28)
verwendet, welcher keine unsymmetrischen Terme in der tangentialen Steifigkeitsmatrix liefert.
Zur Bestimmung der inkrementellen Änderung der Variation der Gleitwege ist wieder eine indirek-
te Lösung erforderlich. Dabei wird zunächst die Linearisierung des in Gleichung 3.130 gegebenen
Gleichungssystems zur Bestimmung der Schlupfwege δζβ durchgeführt. Dies führt zu dem Glei-
chungssystem
0 =
(−η(2),γ ∆ζγ −∆aβδζβ − aβ∆δζβ) · aα + (η(1) − η(2) − aαδζβ) ·∆aα+(
∆ϕ(1) −∆ϕ(2) − aβ∆ζβ
) · δaα − dan∆δaα. (4.29)
Wird hierin die linearisierte Variation der Tangentenvektoren (Gleichung 3.132) mit
∆δaα = ∆
(
η(2),α + aα, βδζ
β
)
= η
(2)
,αβ∆ζ
β +
(
∆ϕ
(2)
,αβ + aα, βγ∆ζ
γ
)
δζβ + aα, β∆δζ
β (4.30)
eingesetzt, erhält man das Gleichungssystem zur indirekten Bestimmung von ∆δζβ
(mαβ + dan · aα, β)∆δζβ =− aα · η(2),β ∆ζβ − aα ·∆ϕ(2)δζβ − aα · aγ, δ∆ζγδζδ
− δζβaβ ·
(
∆ϕ(2),α + aα, γ∆ζ
γ
)−∆ζβaβ · (η(2),α + aα, γδζγ)
− dan ·
(
η(2),αγ∆ζ
γ + δζβ∆ϕ
(2)
,αβ + δζ
βaα, βγ∆ζ
γ
)
+
(
η(1) − η(2)) · (∆ϕ(2),α + aα, β∆ζβ)
+
(
∆ϕ(1) −∆ϕ(2)) · (η(2),α + aα, βδζβ) (4.31)
nach [WILLNER 1995]. Somit sind alle Terme, welche in Gleichung 4.26 zur Ermittlung der vir-
tuellen Arbeit der Kontaktschubspannungen zum Zeitpunkt t+∆t benötigt werden, bekannt, die
Diskretisierung und numerische Umsetzung wird in Abschnitt 4.4 behandelt.
In Abschnitt 3.5.4 wurde diskutiert, dass bei der Beschreibung von Rollkontakt mit Hilfe der
Methode der finiten Elemente die Schlupfwege nicht explizit bereitgestellt werden können, son-
dern eine Formulierung mit Hilfe von Gleitgeschwindigkeiten erfolgen muss. Die Bestimmung der
Komponenten des Kontaktschubspannungsvektors erfolgt dabei aus den Komponenten des Kraft-
stoßvektors λ nach Gleichung 3.160 mit Hilfe der in Gleichung 3.172 angegebenen Evolutions-
gleichungen, auf weitere Details bei der numerischen Umsetzung wird später eingegangen.
Damit ist die in Gleichung 4.6 eingeführte inkrementelle Formulierung der schwachen Form der
Bewegungsgleichung vollständig hergeleitet. Die entsprechenden Anteile können nach bekannten
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Größen zum Zeitpunkt t, diese sind alle auf der rechten Seite zu finden, und unbekannten Größen
zum Zeitpunkt t+∆t sortiert werden. Anschließend befinden sich alle unbekannten Inkremente
auf der linken Seite des Gleichungssystems. Damit ist es möglich, das inkrementelle Verschie-
bungsfeld zu extrahieren und nach Lösung des entsprechenden Gleichungssystems anzugeben.
Dazu ist eine diskrete Formulierung des (Kontakt)-Problems erforderlich, welche im folgenden
Abschnitt detailliert behandelt werden soll.
4.4 Die Finite-Element-Diskretisierung
Nachdem in Abschnitt 4.2 die Notwendigkeit einer iterativen Lösung der hochgradig nicht-linearen
Bewegungsgleichung nach Gleichung 3.114 für die Beschreibung von Rollkontakt begründet und
in Abschnitt 4.3 die entsprechenden allgemeingültigen kontinuumsmechanischen Gleichungen,
welche die Grundlage für eine verschiebungsbezogene Berechnung mit finiten Elementen bilden,
aufgestellt wurden, sollen in diesem Abschnitt die entsprechenden Finite-Element-Gleichungen in
matrizieller Form hergeleitet werden. Da, wie bereits in Abschnitt 4.1 beschrieben, die zu untersu-
chenden Gebiete in „überschaubare“ Elemente unterteilt werden, sind die entsprechenden Ansätze
ebenfalls auf Element-Ebene zu treffen. Im Einzelnen sind dies insbesondere:
• die Wahl der Interpolationsfunktionen auf Elementebene,
• die Interpolation der Element-Koordinaten und -Verschiebungen sowie
• die Berücksichtigung der kontinuumsmechanischen Gleichungen, basierend auf dieser In-
terpolation durch Anwendung des Prinzips der virtuellen Verschiebungen auf jede der Kno-
tenverschiebungen.
Diese Schritte beziehen sich auf jeweils ein typisches Element, die Beachtung der globalen Gleich-
gewichtsbedingungen erfolgt über die Gruppierung der Elemente mit Hilfe der direkten Steifig-
keitsmethode [BATHE 1990]. Dabei ist zu beachten, dass zu jedem Zeitpunkt für die Koordinaten
als auch für die Verschiebungen identische Interpolationen verwendet werden.
Der Grundgedanke der Formulierung von isoparametrischen Elementen ist die Verbindung
zwischen den Elementverschiebungen in einem beliebigen Punkt und den Element-Knoten-
Verschiebungen durch die Verwendung von Interpolationsfunktionen, den Formfunktionen. Das
räumliche Verschiebungsfeld kann beispielsweise mit
ϕ (χ, t) = Hϕˆ (χ, t) (4.32)
definiert werden. Für die Approximation der Geometrie der Referenzkonfiguration und damit der
Starrkörperbewegung des rollenden Rades gilt aufgrund der gewählten isoparametrischen Ansätze
somit
χ = Hχˆ, (4.33)
wobei der Index ˆ(. . . ) anzeigt, dass es sich umWerte an den Elementknoten handelt. Die MatrixH
enthält die bereits erwähnten Formfunktionen, sie beschreibt die sich in einem Element einstellen-
den Verschiebungszustände für Einheits-Knotenverschiebungen an einem ausgewählten Knoten.
Der genaue Aufbau der Formfunktionen ist von den gewählten Ansätzen abhängig und wird für
typische im Rahmen dieser Arbeit verwendete Elemente in Anhang B.1.1 angegeben.
Da es sich bei der Methode der finiten Elemente um ein Matrizenverfahren handelt, sind alle un-
abhängigen Größen als Matrizen und gegebenenfalls als Vektoren einzuführen, wie es für den
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Zweiten PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor S bzw. Sˆ und den entsprechenden energetisch kon-
jugierten GREEN-LAGRANGEschen Verzerrungstensor E bzw. Eˆ in Gleichung 3.99 und den kor-
respondierenden Materialtensor C für das lineare Stoffgesetz in Gleichung 3.100 angegeben ist.
Der Zusammenhang zwischen Spannungen und Dehnungen lautet in matrizieller Form nach Glei-
chung 3.100 bzw. 3.103
S = CE bzw. Sˆ = CEˆ. (4.34)
Ebenso müssen alle in inkrementeller Form vorliegenden, das Kontinuum beschreibenden Glei-
chung in matrizieller Form bereitgestellt werden, dies betrifft vor allem die allgemeine Bewe-
gungsgleichung des elastischen Kontinuums (Gleichung 4.6). In der Fachliteratur zur Finite-Ele-
ment-Methode, beispielsweise bei BATHE oder WRIGGERS [BATHE 1990, WRIGGERS 2001] und
besonders detailliert bei MÖLLER [MÖLLER 1995], wird gezeigt, dass sich die schwache For-
mulierung des Prinzips der virtuellen Arbeiten in matrizieller Form bei Extraktion der virtuellen
Verschiebungen verallgemeinert mit
K˜u = R˜ (4.35)
angeben lässt. K˜ ist dabei die allgemeine Elementsteifigkeitsmatrix, auf deren Inhalt noch genauer
eingegangen wird, u ist der Verschiebungsvektor, während R˜ alle Kräfte
R˜ = fKnotenkräfte aus äußeren Lasten + fKnotenkräfte aus ALE − finnere Kräfte − fKontaktkräfte (4.36)
enthält72. Da es sich bei dem untersuchten Rollkontaktproblem um eine nicht-lineare Fragestellung
handelt, welche mit Hilfe des in Abschnitt 4.2 beschriebenen NEWTON-RAPHSON-Verfahrens be-
handelt wird, ist zu beachten, dass man die neuen Elementkoordinaten erhält, indem die Element-
verschiebungen ∆ϕ entsprechend Gleichung 4.7 zu den ursprünglichen Koordinaten addiert wer-
den, es sich also um eine inkrementelle Lösung handelt. Dies ist bei der matriziellen Formulierung
der Bewegungsgleichung zu berücksichtigen, auf die Auswertung der Matrizen und Spaltenmatri-
zen zum richtigen Zeitpunkt t beziehungsweise t+∆t ist zu achten. Somit lautet das Gleichungs-
system nach Gleichung 4.35 zur Bestimmung des inkrementellen Zuwachses der Bewegung mit
den Anteilen aus Gleichung 4.36[
tK˜(i)
] [
∆ϕˆ(i)
]
=
[
t+∆tfˆ
(i)
L +
t fˆ
(i)
T −t fˆ (i)σ −t fˆ (i)K
]
, (4.37)
wobei die Anteile der Steifigkeitsmatrix tK˜(i) später detailliert erörtert werden sollen und die In-
dizes folgende Bedeutung haben:
• L ⇒ Kräfte infolge äußerer Lasten,
• T ⇒ Kräfte infolge der ALE-Trägheit,
• σ ⇒ Kräfte, welche dem inneren Spannungszustand des Elementes äquivalent sind
• K⇒ Kontaktkräfte und
• i ⇒ Anzahl der Kontaktpartner, über die zu summieren ist.
72Die Verwendung des Minus-Zeichens für die Vektoren der Kontaktkräfte im Gegensatz zu dem Plus-Zeichen für den
Vektor der äußeren Kräfte erklärt sich aus der Berechnung derselben gemäß Gleichung 4.68 bzw. 4.62 . Es sei dabei
daran erinnert, dass der Kontaktdruck tp in Gleichung 4.68 als Druckspannung mit positiven Zahlenwerten verwendet
wird, die Komponenten der Vektors T in Gleichung 4.62 hingegen bei Zugspannungen positiv sind.
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Die Approximation des räumlichen Verschiebungsfeldes erfolgt dann nach Gleichung 4.32.
Es soll nun, nachdem in Abschnitt 4.3 die inkrementelle Schreibweise der Bewegungsgleichung
nach Gleichung 4.6 dargestellt wurde, die matrizielle Formulierung für die Anwendung im Rah-
men eines Finite-Element-Programms für die einzelnen Terme separat angegeben werden. Mit
Gleichung 4.11 war zunächst der Anteil der virtuellen Arbeit der inneren Energie gegeben. Der
erste Term dieser Gleichung spiegelt den bereits im System herrschenden Spannungszustand im
Gleichgewichtszustand wider und stimmt in matrizieller Form mit den dem inneren Spannungszu-
stand äquivalenten Knotenkräften
tfˆσ =
∫
χ(B)
tBT tSˆ dvˆ (4.38)
überein. Dies entspricht auch der Projektion des Zweiten PIOLA-KIRCHHOFF Spannungsten-
sors tSˆ nach Gleichung 4.34 im Lastschritt zum Zeitpunkt t auf die Elementknoten mit Hilfe
der Matrix tB, welche genauer zu betrachten ist, und der entsprechenden numerischen Integration
über das Elementvolumen dvˆ. Details zur numerischen Integration können Anhang B.2 entnom-
men werden.
Es kann gezeigt werden (vgl. beispielsweise [BATHE 1990]), dass sich der Zusammenhang zwi-
schen den Element-Verzerrungen und den Knotenverschiebungen im Raum der natürlichen Koor-
dinaten des Elementes unter Beachtung der Ableitung nach den natürlichen Koordinaten mit Hilfe
der JACOBI-Transformation auf der Basis der Verzerrungs-Verschiebungsmatrix tB
Eˆ = tB ϕˆ (4.39)
darstellen lässt. Die Matrix tB hat in der verwendeten ALE-Betrachtungsweise die Form
tB =

tFˆ11H
k,1
tFˆ21H
k,1
tFˆ31H
k,1
tFˆ12H
k,2
tFˆ22H
k,2
tFˆ32H
k,2
tFˆ13H
k,3
tFˆ23H
k,3
tFˆ33H
k,3
. . .
(
tFˆ11H
k,2+
tFˆ12H
k,1
) (
tFˆ21H
k,2+
tFˆ22H
k,1
) (
tFˆ31H
k,2+
tFˆ32H
k,1
)
. . .(
tFˆ12H
k,3+
tFˆ13H
k,2
) (
tFˆ22H
k,3+
tFˆ23H
k,2
) (
tFˆ32H
k,3+
tFˆ33H
k,2
)(
tFˆ13H
k,1+
tFˆ11H
k,3
) (
tFˆ23H
k,1+
tFˆ21H
k,3
) (
tFˆ33H
k,1+
tFˆ31H
k,3
)

,
(4.40)
wobei Hk,i die Ableitungen der Formfunktionen nach den globalen Koordinaten enthält sowie
Komponenten der Matrix H,χ und tFˆij Komponenten des relativen Deformationsgradienten nach
Gleichung 3.20 sind73. Im Rahmen der Anwendung der Methode der finiten Elemente lassen sich
die Komponenten des Deformationsgradienten auf der Grundlage von
Fˆ = I+Grad ϕˆ (4.41)
bestimmen.
Nachdem in den Gleichungen 4.32 und 4.33 die Approximation des Elementverschiebungsfeldes
sowie der Geometrie mit den zugehörigen Knotenwerten mit Hilfe der FormfunktionenH erfolgte,
73Zur besseren Übersichtlichkeit sind hier die Matrizen jeweils nur für den Knoten k angegeben.
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kann aufgrund der verwendeten isoparametrischen Elementformulierung diese Verknüpfung auch
für Operationen mit Bewegungsgrößen benutzt werden. Die Operationen wirken sich dann direkt
auf die Formfunktionen aus, so gilt zum Beispiel
Gradϕ = GradHϕˆ = H,χ ϕˆ. (4.42)
Die Richtungsableitung der Formfunktionen H,χ am Knoten k wird nach den Koordinaten χ
durchgeführt, und ist allgemein durch
H,χ=

Hk,1 0 0
Hk,2 0 0
Hk,3 0 0
0 Hk,1 0
. . . 0 Hk,2 0 . . .
0 Hk,3 0
0 0 Hk,1
0 0 Hk,2
0 0 Hk,3

(4.43)
definiert74.
Die diskrete Umformung der weiteren Anteile von Gleichung 4.11 führen zur „eigentlichen“
Elementsteifigkeitsmatrix. Sie besteht, wie bereits beschrieben, aus zwei Anteilen, dem mit den
GREENschen Verzerrungen verknüpften Term
δt+∆tWl =
∫
χ(B)
Gradη · ·Grad tϕ · C · · [Grad∆ϕ ·Grad tϕ+Grad tϕ ·Grad∆ϕ] dvˆ
(4.44)
und dem Term
δt+∆tWnl =
∫
χ(B)
Gradη · ·Grad∆ϕ · tSˆ dvˆ, (4.45)
welcher der Anfangsspannungsmatrix entspricht. Wie bereits erwähnt, erfolgt die matrizielle For-
mulierung in diskreter Form nach Extraktion der virtuellen Verschiebungen. Ferner ist zu beach-
ten, dass im Rahmen der numerischen Integration (vgl. Anhang B.2) die Bestimmung der Matri-
zen in den jeweiligen Integrationspunkten auszuführen ist. Damit lässt sich der Beitrag von Glei-
chung 4.44 zur Steifigkeitsmatrix mit
tK
(i)
l =
∫
χ(i)(B)
(
tB(i)T tC(i) tB(i)
)
dvˆ (4.46)
in matrizieller Form angeben. Dies entspricht somit derjenigen Steifigkeit, welche mit den
GREENschen Verzerrungen korrespondiert. Analog kann mit Gleichung 4.45 verfahren werden, die
Extraktion der virtuellen Verschiebungen und der Knotenverschiebungen liefert den nicht-linearen
Anteil der Steifigkeitsmatrix
tK
(i)
nl =
∫
χ(i)(B)
(
H(i), χ
T tS˜(i)H(i), χ
)
dvˆ, (4.47)
74Es gilt analog Fußnote 73.
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welcher mit der Anfangspannungsmatrix korrespondiert [WRIGGERS 2001]. Der Zweite PIOLA-
KIRCHHOFF-Spannungstensor bezüglich der ALE-Referenzkonfiguration, der ebenfalls für die
Bestimmung des dem inneren Spannungszustand äquivalenten Knotenkräftevektors nach Glei-
chung 4.38 benötigt wird, ist dabei aus
tSˆT =
[
tSˆ11,
tSˆ22,
tSˆ33,
tSˆ12,
tSˆ23,
tSˆ31
]
(4.48)
zu bestimmen, wobei die zur Berechnung der Steifigkeitsmatrix in Gleichung 4.47 benötigte ma-
trizielle Formulierung
tS˜ =
tS˜∗ 0 00 tS˜∗ 0
0 0 tS˜∗
 (4.49)
mit
tS˜∗ =
tSˆ11 tSˆ12 tSˆ13tSˆ21 tSˆ22 tSˆ23
tSˆ31
tSˆ32
tSˆ33
 (4.50)
lautet. Zusammengefasst lässt sich derjenige Anteil der Gesamtsteifigkeitsmatrix in Glei-
chung 4.37, welcher aus der virtuellen Arbeit der inneren Kräfte (Gleichung 4.11) resultiert, mit
tK(i) =
∫
χ(i)(B)
(
tB(i)T tC(i) tB(i) +H(i), χT tS˜(i)H(i), χ
)
dvˆ (4.51)
darstellen. Wie bereits erwähnt, korrespondiert auch hier der erste Term mit den GREENschen
Verzerrungen, der zweite mit den Anfangsspannungen.
Ein weiterer Term in der diskreten Formulierung der schwachen Form der Bewegungsgleichung
ist der Beitrag der kinetischen Energie, der virtuellen Arbeit der Trägheitskräfte und insbesondere
der hier aus der ALE-Formulierung resultierenden Trägheitsterme. Die Herleitung dieser Terme
erfolgte in Abschnitt 3.4.2, die zugehörige inkrementelle Beschreibung und Linearisierung zur
Anwendung auf nicht-lineare Probleme war Gegenstand von Abschnitt 4.3. Es gilt somit, Glei-
chung 4.14 diskret zu beschreiben, die sich wegen w ⊥ nˆ auf den natürlichen Oberflächen von
Rad und Schiene75 zu∫
χ(B)
%ˆ
d t+∆tv
dt
· η dvˆ =−
∫
χ(B)
%ˆ
(
Grad tϕ ·w) · (Gradη ·w) dvˆ
−
∫
χ(B)
%ˆ (Grad ∆ϕ ·w) · (Gradη ·w) dvˆ (4.52)
verkürzt. Die Gradientenbildung für die virtuelle Verschiebung η erfolgt dabei analog zu der in
Gleichung 4.42 für die Bewegung ϕ vorgestellten Vorgehensweise nach
Gradη = H,χ ηˆ, (4.53)
75Vgl. Abschnitt 4.3.
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der inkrementelle Zuwachs der Bewegung ∆ϕ ergibt sich zu
Grad∆ϕ = H,χ∆ϕˆ. (4.54)
Durch Einsetzen in Gleichung 4.52 und Umsortieren derselben erhält man die Variation der kine-
tischen Energie
δ t+∆tT =
∫
χ(B)
%ˆ
d t+∆tv
dt
· η dvˆ =− ηˆT
∫
χ(B)
%ˆ
(
H,Tχ w˜
)T
H,Tχ w˜
tϕˆ dvˆ
− ηˆT
∫
χ(B)
%ˆ
(
H,Tχ w˜
)T
H,Tχ w˜ dvˆ ∆ϕˆ. (4.55)
wobei der Übergang von vektorieller (Gleichung 4.52) zu matrizieller Schreibweise (Gleichung
4.55) die zusätzliche Einführung der Matrix w˜ erforderlich macht, welche in Analogie zu Glei-
chung 4.49 aus dem Vektor der Starrkörpergeschwindigkeiten w = χ˙ nach Gleichung 3.10 zu
bilden ist. Für den TermH,Tχ w˜ kann als Abkürzung die MatrixA
A = H,Tχ w˜ =
 Hk, iχ˙i 0 0. . . 0 Hk, iχ˙i 0 . . .
0 0 Hk, iχ˙i
 (4.56)
mit
Hk, iχ˙i = H
k
, 1χ˙1 +H
k
, 2χ˙2 +H
k
, 3χ˙3 (4.57)
eingeführt werden76. Damit vereinfacht sich Gleichung 4.55 zu∫
χ(B)
%ˆ
d t+∆tv
dt
· η dvˆ = −ηˆT
∫
χ(B)
%ˆ AT A tϕˆ dvˆ − ηˆT
∫
χ(B)
%ˆ AT A dvˆ ∆ϕˆ
= −ηˆT tfˆ (i)T − ηˆT W(i)∆ϕˆ. (4.58)
Die MatrixW(i)
W(i) =
∫
χ(B)
%ˆ A(i)T A(i) dvˆ (4.59)
wird auch als ALE-Inertialmatrix bezeichnet, da sie die Terme aus der relativkinematischen Be-
schreibung der Starrkörperrotation des rollenden Rades enthält. Sie hat den Charakter einer Stei-
figkeitsmatrix des Körpers i und ist eine Komponente Steifigkeitsmatrix K˜(i) innerhalb des Glei-
chungssystems nach Gleichung 4.37. Der Vektor
fˆ
(i)
T =
∫
χ(B)
%ˆ A(i)T A(i) ϕˆ dvˆ (4.60)
enthält die den ALE-Trägheitskräften äquivalenten Knotenkräfte und komplettiert somit die rechte
Seite des Gleichungssystems nach Gleichung 4.37 zur Lösung des Rollkontaktproblems mittels
76Es gilt wiederum Fußnote 73.
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einer nicht-linearen Formulierung. Es sei an dieser Stelle noch darauf hingewiesen, dass mit Hilfe
der MatrixA(i) auch die konvektive Geschwindigkeit nach Gleichung 3.9
tc(i) = A(i) tϕˆ (4.61)
aus den Element-Knotenverschiebungen ermittelt werden kann.
In der schwachen Form der Bewegungsgleichung nach Gleichung 4.5 sind weiterhin die Terme der
virtuellen Arbeit der äußeren Lasten (Gleichung 4.15) enthalten, deren Diskretisierung führt mit
η = Hηˆ in Analogie zu den Gleichungen 4.32 bzw. 4.33 zu∫
χ(B)
%ˆ t+∆tb · η dvˆ +
∫
∂tχ(B)\∂cψ(B)
t+∆tT · η daˆ = ηˆT
∫
χ(B)
%ˆHT t+∆tb dvˆ + ηˆT
∫
∂tχ(B)\∂cψ(B)
HT t+∆tT daˆ
= ηˆT t+∆tfˆ
(i)
L . (4.62)
Dabei kann die Abkürzung
t+∆tfˆ
(i)
L =
∫
χ(B)
%ˆHT t+∆tb dvˆ +
∫
∂tχ(B)\∂cψ(B)
HT t+∆tT daˆ (4.63)
für die den eingeprägten Oberflächen- und Volumenlasten äquivalenten Knotenkräfte eingeführt
werden, welche auf der rechten Seite des Gleichungssystems nach Gleichung 4.37 der inkrementell
formulierten Bewegungsgleichung für jeden Körper i zu berücksichtigen sind.
Im Rahmen dieser Arbeit wird davon ausgegangen, dass zwei Körper miteinander in Kontakt sind
und für diese jeweils separate Gleichungssysteme zur Approximation des räumlichen Verschie-
bungsfeldes nach Gleichung 4.5 gelöst werden müssen, um die Finite-Element-Gleichgewichtsbe-
dingungen zu erfüllen. Stehen diese beiden Körper miteinander in Kontakt, so beeinflussen sich
die Belastungen und Verformungen der beiden Körper gegenseitig. Diese Kopplung geschieht mit-
tels der Kontaktgleichung 4.16 innerhalb der schwachen Form der Bewegungsgleichung 4.5. Ei-
ne Linearisierung dieser Terme um den Zeitpunkt t ist ebenso erforderlich und erfolgte in Glei-
chung 4.17 für den Anteil des Normalkontaktdrucks und in Gleichung 4.26 für den Anteil der
Kontaktschubspannungen. Die virtuelle Arbeit der Kontaktspannungen in Gleichung 4.6 kann da-
mit in matrizieller Schreibweise mit
−δt+∆tWK = ηˆT tfˆK + ηˆT tKK∆ϕˆ (4.64)
angegeben werden. In dem Vektor der Knotenkräfte aus den Kontaktspannungen tfˆK sind die zum
Zeitpunkt t bekannten Größen enthalten, die tangentiale Kontaktsteifigkeitsmatrix beinhaltet die
Größen der inkrementellen Zuwächse zum Zeitpunkt t+∆t.
Es soll im Nachfolgenden der Übersichtlichkeit wegen eine getrennte Betrachtung des Normal-
und Tangentialkontakts vorgenommen werden. Dafür werden weitere Abkürzungen vereinbart.
Aus den Formfunktionen zur Approximation des räumlichen Verschiebungsfeldes in Gleichung
4.32, die für jeden Körper aufzustellen sind, wird zunächst eine „Kombinations-Formfunktion“
NT =
[
H(1)an, −H(2)an
]
(4.65)
gebildet, mit deren Hilfe der Abstand zweier kontaktierender materieller Punkte nach Glei-
chung 3.120 aus den Knotenwerten der Bewegung zweier Körper mit
d = − (ϕ(1) −ϕ(2)) · an = −N [ϕˆ(1)
ϕˆ(2)
]
(4.66)
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ermittelt werden kann. Damit kann die Variation der Durchdringungsfunktion d mit
δd = −N
[
ηˆ(1)
ηˆ(2)
]
(4.67)
approximiert werden. Somit lässt sich der Anteil der Knotenkräfte aus dem Normalkontaktdruck
mit
tfˆK,n =
∫
∂cψ(B)
NT tp da (4.68)
definieren. Die Ermittlung des inkrementellen Zuwachses der virtuellen Arbeit aus dem Normal-
kontaktdruck führt auf der Basis der Gleichungen 4.17 und 4.19 zu der Steifigkeitsmatrix tKK,n
ηˆT tKK,n∆ϕˆ =
∫
∂cψ(B)
∂p
∂d
∆d δd da+
∫
∂cψ(B)
tp∆δd da, (4.69)
mit ∆δd nach Gleichung 4.21. Zur Überführung in die matrizielle Schreibweise kann zunächst
analog zu Gleichung 4.67 für den inkrementellen Zuwachs der Durchdringungsfunktion
∆d = −N
[
∆ϕˆ(1)
∆ϕˆ(2)
]
(4.70)
angegeben werden. Dies ist möglich, da die Kombinationen von Formfunktionen für variierte und
linearisierte Größen identisch sind, da sich diese nur in den Knotenwerten, auf welche sie bezogen
sind, unterscheiden [WILLNER 1995].
Die Bestimmung von∆δd gestaltet sich etwas umfangreicher. Zunächst sei festgehalten, dass kor-
respondierend zu Gleichung 4.65 die Matrix
TTα =
[
H(1) aα, −H(2) aα
]
(4.71)
eingeführt werden kann, ferner sei mit der Abkürzung
NTα =
[
0, H(2), α an
]
(4.72)
die Beziehung für die Ableitung des inkrementellen Zuwachses des Verschiebungsfeldes
∆ϕ(2),α = Nα
[
∆ϕˆ(1)
∆ϕˆ(2)
]
beziehungsweise η(2),α = Nα
[
ηˆ(1)
ηˆ(2)
]
(4.73)
gegeben. Damit können die den inkrementellen Gleitwegen ∆ζβ äquivalenten Bestimmungsglei-
chungen
D1 =
1
det A˜
(A22 (T1 − dN1)− A12 (T2 − dN2)) =̂∆ζ1 und
D2 =
1
det A˜
(A11 (T2 − dN2)− A21 (T1 − dN1)) =̂∆ζ2 (4.74)
angegeben werden. Die Elemente der Matrix A˜ sind dabei nach Gleichung 4.24 mit
Aαβ = mαβ + d an · aα, β (4.75)
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definiert. Betrachtet man die Formulierung zur Bestimmung von ∆δd in Gleichung 4.21, so wird
ersichtlich, dass der zweite Term
−d an ·
(
η
(2)
,β + aβ, αδζ
α
)
mβγ
(
∆ϕ(2),γ + aγ, δ∆ζ
δ
) · an (4.76)
eine gewisse Symmetrie aufweist. Der linke und der rechte Term in Gleichung 4.76 unterscheiden
sich darin, dass es sich bei dem linken um die Variation der Bewegungsgrößen handelt und bei
dem rechten um deren inkrementelle Form. Berücksichtigt man, dass in Gleichung 4.64 aus der
virtuellen Arbeit der Kontaktkräfte zum einen die Knotenwerte der virtuellen Verschiebungen und
zum anderen die Knotenwerte der inkrementellen Änderung der Bewegung bei der Bestimmung
der tangentialen Steifigkeitsmatrix extrahiert werden und beachtet ferner dabei die allgemeinen
Eigenschaften von Formfunktionen nach den Gleichungen 4.53 und 4.54, so gilt u.a.
∆ζα = Dα
[
∆ϕˆ(1)
∆ϕˆ(2)
]
beziehungsweise δζα = Dα
[
ηˆ(1)
ηˆ(2)
]
. (4.77)
Wird dann sinnvollerweise die Abkürzung
N¯α = Nα + (aα, β · an)Dβ (4.78)
bezüglich der matriziellen Formulierung eingeführt, können die weiteren Terme in Gleichung 4.21
unter Verwendung der Beziehungen aus Gleichung 4.77 ebenfalls in eine matrizielle Form über-
führt werden. So erhält man für die tangentiale Normalkontakt-Steifigkeitsmatrix, wie sie in Glei-
chung 4.69 allgemein definiert wurde, die Darstellung
tKK,n =
∫
∂cψ(B)
∂p
∂d
NTN
+ tp
[−D1NT1 −D2NT2 −N1DT1 −N2DT2
− (a1,1 · an)D1DT1 − (a1,2 · an)D1DT2
− (a2,1 · an)D2DT1 − (a2,2 · an)D2DT2
−d{m11N¯1N¯T1 +m12 (N¯1N¯T2 + N¯2N¯T1 )+m22N¯2N¯T2 }] da. (4.79)
Für die Bestimmung der Tangentialkontaktterme nach Gleichung 4.26 sind ebenfalls zusätzliche
Überlegungen erforderlich. Zunächst wird wieder derjenige Anteil betrachtet, welcher mit dem
zum Zeitpunkt t im Gleichgewicht befindlichen System korrespondiert, also der den Kontaktschub-
spannungen äquivalente Term der Tangentialkontakt-Knotenkräfte∫
∂cψ(B)
tτα δζ
α da = ηˆT tfˆK,t. (4.80)
Mit der matriziellen Schreibweise für δζα nach Gleichung 4.77 ergibt sich für die den Kontakt-
schubspannungen äquivalenten Knotenkräfte analog zu den Normalkontakt-Knotenkräften in Glei-
chung 4.68
fˆK,t =
∫
∂cψ(B)
ταDα da (4.81)
mit den Kontaktschubspannungen τα. Für die Ermittlung der Tangentialkontakt-Steifigkeitsmatrix
wird wieder Gleichung 4.26 betrachtet. Der inkrementelle Anteil der virtuellen Arbeit der Kon-
taktschubspannungen in Gleichung 4.26 besteht wiederum aus zwei Termen, die in allgemeiner
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matrizieller Schreibweise analog zu Gleichung 4.64 mit∫
∂cψ(B)
∆τα δζ
α da+
∫
∂cψ(B)
tτα∆δζ
α da = ηˆT
[
tKK,t1 +
tKK,t2
]
∆ϕˆ (4.82)
formuliert werden können. Für den ersten Term wird aufgrund der Definition von ∆τα in Glei-
chung 4.28 nur der symmetrische Anteil berücksichtigt. Mit der Matrix Dα nach Gleichung 4.77
erhält man für tKK,t1 gut nachvollziehbar
tKK,t1 =
∫
∂cψ(B)
∂τα
∂ζβ
DαD
T
β da. (4.83)
Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass dabei die Ableitung der Kontaktschubspannun-
gen nach den Schlupfwegen von der gewählten Evolutionsgleichung abhängig ist, wie sie in Ab-
schnitt 3.5.4 eingeführt wurde. Die Penalty-Formulierung, welche eine lineare Beziehung zwi-
schen Kontaktschubspannung und Schlupfweg bereitstellt, kann dabei selbstverständlich ange-
wendet werden. Es ist lediglich darauf zu achten, dass die auf die kontravarianten Basisvektoren
bezogenen Größen zu verwenden sind.
Für die Bestimmung der Teil-Steifigkeitsmatrix tKK,t2 ist die Ermittlung der matriziellen Schreib-
weise des inkrementellen Zuwachses der Variation der Schlupfwege ∆δζα nach Gleichung 4.31
erforderlich. Dafür wird zunächst korrespondierend zu Gleichung 4.71 die Abkürzung
TTαβ =
[
0, H
(2)
,β aα
]
(4.84)
eingeführt, um die in die Ebene der Tangentenvektoren projizierte Ableitung der inkrementellen
Verschiebungszuwächse matriziell schreiben zu können, womit sich analog zu Gleichung 4.78
T¯αβ = Tαβ + (aα, γ · aβ)Dγ (4.85)
ergibt. Ferner wird die zweite Ableitung der inkrementellen Verschiebungszuwächse benötigt, wel-
che in Anlehnung an Gleichung 4.72 mit
NTαβ =
[
0, H
(2)
, αβan
]
(4.86)
geschrieben werden kann. Mit der Hilfsmatrix
K˜Tα =−Tα1DT1 −Tα2DT2 −D1TTα1 −D2TTα2
− (aα · a1,1 + dan · aα,11)D1DT1 − (aα · a1,2 + dan · aα,12)D1DT2
− (aα · a2,1 + dan · aα,21)D2DT1 − (aα · a2,2 + dan · aα,22)D2DT2
−D1T¯Tα1 −D2T¯Tα2 − T¯α1DT1 − T¯α2DT2
− d (Nα1DT1 +Nα2DT2 +D1NTα1 +D2NTα2)
+NN¯Tα +T1
(
m11T¯α1 +m
12T¯α2
)T
+T2
(
m21T¯α1 +m
22T¯α2
)T
+NαN¯
T +
(
m11T¯α1 +m
12T¯α2
)
TT1 +
(
m21T¯α1 +m
22T¯α2
)
TT2 (4.87)
lässt sich das Gleichungssystem zur Bestimmung von∆δζβ nach Gleichung 4.31 umschreiben zu
∆δζβ = ηˆT D¯β∆ϕˆ. (4.88)
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Damit gilt
AαβD¯β = K˜Tα (4.89)
mit Aαβ nach Gleichung 4.75, womit auch der zweite Term zur Bestimmung der Tangentialkon-
takt-Steifigkeitsmatrix nach Gleichung 4.82 nun mit der Matrix
tKK,t2 =
∫
∂cψ(B)
tτα D¯α da (4.90)
angegeben werden kann. Für weitere Details bezüglich des Terms NαN¯T in Gleichung 4.87 sei
an dieser Stelle auf die bei VOIGT [VOIGT 2001] angegebenen Bemerkungen verwiesen. Damit
lautet die aus den Kontaktschubspannungen resultierende Tangentialkontakt-Steifigkeitsmatrix
tKK,t =
tKK,t1 +
tKK,t2 =
∫
∂cψ(B)
∂τα
∂ζβ
DαD
T
β da+
∫
∂cψ(B)
tτα D¯α da, (4.91)
womit die Gesamt-Kontaktsteifigkeitsmatrix nunmehr auf der Basis der Gleichungen 4.79 und 4.91
mit
tKK =
tKK,n +
tKK,t (4.92)
angegeben werden kann. Für die den Kontaktspannungen äquivalenten Knotenkräfte gilt mit den
Gleichungen 4.68 und 4.81
tfˆK =
tfˆK,n +
tfˆK,t. (4.93)
Es sei angemerkt, dass bei der allgemeinen Aufstellung der Tangentialkontakt-Steifigkeitsmatrizen
vorerst keine Unterscheidung zwischen Haften und Gleiten erfolgt, die angegebenen Gleichungen
sind allgemein gültig. Eine detaillierte Beschreibung der Unterscheidung zwischen Haften und
Gleiten soll im Abschnitt 4.5 erfolgen.
In Abschnitt 3.5.4 wurde auf die Besonderheiten der Kontaktbedingungen bei Rollkontakt ein-
gegangen – insbesondere darauf, dass es nicht möglich ist, im Rahmen der angewendeten ALE-
Betrachtungsweise die Schlupfwege, d.h. die tangentialen Relativverschiebungen kontaktieren-
der Partikel, zu ermitteln. Als alternativer Zugang wurde deshalb in Anlehnung an NACKEN-
HORST [NACKENHORST & ZASTRAU 1997] die Einführung eines mit den Kontaktschubspannun-
gen korrespondierenden Kraftstoßes vorgeschlagen, welcher eine Regularisierung der Kontaktbe-
dingungen nicht mehr bezüglich des Schlupfweges, sondern bezüglich der Schlupfgeschwindig-
keiten s˙ zur Folge hat. Voraussetzung für die Anwendung der Finite-Element-Methode ist wieder
die Linearisierung und die inkrementelle Beschreibung der Formulierungen sowie deren Umset-
zung in die matrizielle Schreibweise.
Rein formal gilt unter Vernachlässigung des inkrementellen Zuwachses der Variation der Schlupf-
geschwindigkeit (nach ZASTRAU [ZASTRAU et al. 1999], vgl. Anmerkungen zu Gleichung 4.27)
analog zu den Gleichungen 4.17 und 4.26 für die virtuelle Arbeit der Kontaktschubspannungen
beim Rollkontakt
δt+∆tWK,r = δ
∫
∂cψ(B)
t+∆tλ · δs˙ da =
∫
∂cψ(B)
tλ · δs˙ da+
∫
∂cψ(B)
∆λ · δs˙ da (4.94)
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nach Gleichung 3.162. Wie bereits zuvor für den Normal- und den Tangentialkontakt, lässt sich die
virtuelle Arbeit der Kontaktspannungen wieder in einen Anteil, der zum Zeitpunkt t bekannt ist
und somit Eingang in das Knotengleichgewicht und damit die äquivalenten Knotenkräfte findet,
sowie einen, welcher den inkrementellen Zuwachs beschreibt und mit Hilfe der (tangentialen)
Steifigkeitsmatrix beschrieben wird, zerlegen. Analog zu Gleichung 4.64 gilt damit für die virtuelle
Arbeit der Tangentialkontaktkräfte beim Rollkontakt
−δt+∆tWK,r = ηˆT tfˆK,r + ηˆT tKK,r∆ϕˆ. (4.95)
Die den Kontaktschubspannungen beim Rollkontakt äquivalenten Knotenkräfte lassen sich auf
dieser Basis vergleichsweise problemlos aus
ηˆT tfˆK,r = −
∫
∂cψ(B)
tλ · δs˙ da (4.96)
bestimmen, maßgeblich ist dabei die Ermittlung von δs˙. Diese Variable ist die Variation der
Schlupfgeschwindigkeit, also der tangentialen Relativgeschwindigkeit zweier kontaktierender Par-
tikel.
Nach Gleichung 3.154 ergibt sich die lokale Schlupfgeschwindigkeit s˙ aus der Normierung der
globalen Schlupfgeschwindigkeit, welche nach Gleichung 3.156 wiederum der Relativgeschwin-
digkeit der materiellen Teilchen in der ALE-Referenzkonfiguration, also der Differenz der kon-
vektiven Geschwindigkeiten c(i) entspricht. Für diese konvektiven Geschwindigkeiten gilt nach
Gleichung 4.61 der Zusammenhang
tc(i) = A(i) tϕˆ (4.97)
mit den Knotenverschiebungen, womit anstelle der Kopplung der Geschwindigkeit und der Kno-
tenverschiebung auch die Kopplung der Variation der Geschwindigkeit und der Variation der Ver-
schiebung über
δs˙ = A(i) ηˆ (4.98)
möglich ist. Eingesetzt in Gleichung 4.96 ergibt sich somit für die den Kontaktschubspannungen
äquivalenten Knotenkräfte
tfˆK,r = −
∫
∂cψ(B)
A(i)T tλ da (4.99)
mit der Matrix A(i) nach Gleichung 4.56. Für die Bestimmung des Kraftstoßvektors wird, wie
in Abschnitt 3.5.4 vorgeschlagen, eine Penalty-Regularisierung angewendet, somit gilt nach Glei-
chung 3.166
λ = −αR s˙. (4.100)
Der zweite Term in Gleichung 4.94 beschreibt den inkrementellen Zuwachs der virtuellen Arbeit
der Kontaktschubspannungen und kann mit
ηˆT tKK,r∆ϕˆ = −
∫
∂cψ(B)
∆λ · δs˙ da (4.101)
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in eine Steifigkeitsmatrix überführt werden, wobei die Variation der Schlupfgeschwindigkeit δs˙ in
matrizieller Schreibweise nach Gleichung 4.98 bestimmt wird. Erfolgt analog zur Gleichung 4.73
eine Kopplung mit der Matrix A(i) mit dem inkrementellen Zuwachs des Verschiebungsfeldes
anstelle der Kopplung mit der Variation der virtuellen Verschiebung (Gleichung 4.98), so erhält
man die inkrementelle Änderung der Schlupfgeschwindigkeit
∆s˙ = A(i)∆ϕˆ. (4.102)
Berücksichtigt man ferner, dass korrespondierend zu Gleichung 4.100 für die inkrementelle Ände-
rung von λ die Beziehung
∆λ = −αR∆s˙ (4.103)
gilt, erhält man zunächst mit Gleichung 4.102 den Ausdruck
∆λ = −αRA(i)∆ϕˆ (4.104)
für die matrizielle Formulierung der inkrementellen Änderung des Kraftstoßvektors. Dies wird
zusammen mit der Variation der Schlupfgeschwindigkeit nach Gleichung 4.98 in Gleichung 4.101
eingesetzt und es folgt aus
ηˆT tKK,r∆ϕˆ = −
∫
∂cψ(B)
∆λ · δs˙ da =
∫
∂cψ(B)
αRA
(i)∆ϕˆA(i) ηˆ da
= αR ηˆ
T
∫
∂cψ(B)
A(i)T A(i) da ∆ϕˆ (4.105)
die Tangentialkontakt-Steifigkeitsmatrix beim Rollkontakt mit
tKK,r = αR
∫
∂cψ(B)
A(i)TA(i) da. (4.106)
Auf die entsprechende programmtechnische Einbindung soll gesondert in Abschnitt 4.6 eingegan-
gen werden.
Bei der Untersuchung von Rollkontakt sind im Vergleich zum statischen Kontakt die den Kontakt-
schubspannungen äquivalenten Knotenkräfte tfˆK,r nicht nach Gleichung 4.81, sondern nach Glei-
chung 4.99 zu berechnen, für die korrespondierende Steifigkeitsmatrix tKK,r gilt Gleichung 4.106
anstelle von Gleichung 4.91. Die Tangentialkontakt-Terme sind bei der Einbindung in das Finite-
Element-Gleichungssystem also durch die entsprechenden Rollkontakt-Terme zu ersetzen.
Beim Kontakt zweier Körper lauten damit die linearisierten Finite-Element-Gleichgewichtsbedin-
gungen zusammengefasst[
tK(1) −W(1) + tK(11)K tK(12)K
tK
(21)
K
tK(2) −W(2) + tK(22)K
] [
∆ϕˆ(1)
∆ϕˆ(2)
]
=
[
t+∆tfˆ
(1)
L +
tfˆ
(1)
T − tfˆ (1)σ − tfˆ (1)K
t+∆tfˆ
(2)
L +
tfˆ
(2)
T − tfˆ (2)σ − tfˆ (2)K
]
,
(4.107)
welche mittels des in Abschnitt 4.2 vorgestellten NEWTON-RAPHSON-Verfahrens iterativ behan-
delt werden müssen, so dass das Verschiebungsinkrement ∆ϕˆ verschwindet und der aktuelle Ver-
formungszustand des Systems durch Summation entsprechend Gleichung 4.7 bestimmt werden
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kann. Zur besseren Übersichtlichkeit seien in Tafel 4.1 noch einmal die Definitionen und die zu-
gehörigen Bestimmungsgleichungen der einzelnen Vektoren und Matrizen innerhalb des Finite-
Element-Gleichungssystems in Gleichung 4.107 angegeben.
tK(i) Elementsteifigkeitsmatrix nach Gleichung 4.51
W(i) ALE-Inertialmatrix nach Gleichung 4.59
tK
(ij)
K Kontaktsteifigkeitsmatrix nach Gleichung 4.79
und 4.91 bzw. 4.106
t+∆tfˆ
(i)
L Knotenkräfte aus Belastung nach Gleichung 4.63
tfˆ
(i)
T ALE-Trägheitskräfte nach Gleichung 4.60
tfˆ
(i)
σ Knotenkräfte aus innerem Spannungszustand nach Gleichung 4.38
tfˆ
(i)
K Kontaktknotenkräfte nach Gleichung 4.68
und 4.81 bzw. 4.99
Tafel 4.1: Komponenten des Finite-Element-Gleichungssystems nach Gleichung 4.107 zur Be-
stimmung des Verschiebungsfeldes
In Abschnitt 4.6 werden der dazu erforderliche Berechnungsalgorithmus und die Struktur des Fini-
te-Element-Programms schematisch dargestellt und Details bezüglich der numerischen Umsetzung
der zuvor beschriebenen Formulierungen behandelt.
4.5 Die Unterscheidung von Haften und Gleiten
In Abschnitt 4.4 wurden die allgemeinen Formulierungen zur Diskretisierung des Kontaktpro-
blems hergeleitet. Es erfolgte eine kontinuumsmechanisch konsistente Linearisierung der allge-
meinen Bewegungsgleichung nach Gleichung 3.113 unter der Berücksichtigung der speziellen für
den Normal- und Tangentialkontakt erforderlichen Anteile. Diese Linearisierung ist Grundlage für
die Umsetzung der Berechnungsalgorithmen in der Finite-Element-Methode. Die erforderlichen
Anteile des Finite-Element-Gleichungssystems, wie die Steifigkeitsmatrizen und die Knotenkraft-
vektoren der rechten Seite, konnten ebenso in Abschnitt 4.4 hergeleitet werden.
Besonderes Augenmerk war dabei auf die Kontaktsteifigkeitsmatrizen und die korrespondieren
Kräftevektoren zu richten. Für den Normalkontakt ergaben sich die Knotenkräfte aus dem Kon-
taktdruck nach Gleichung 4.68 und die Steifigkeitsmatrix nach Gleichung 4.79. Die Herleitung der
entsprechenden Tangentialkontaktterme gestaltete sich etwas umfangreicher, für die den Kontakt-
schubspannungen äquivalenten Knotenkräfte gilt nach Gleichung 4.81
fˆK,t =
∫
∂cψ(B)
ταDα da (4.108)
und die Tangentialkontakt-Steifigkeitsmatrix lautet nach Gleichung 4.91
tKK,t =
tKK,t1 +
tKK,t2 = +
∫
∂cψ(B)
∂τα
∂ζβ
DαD
T
β da+
∫
∂cψ(B)
tτα D¯α da, (4.109)
wobei die Steifigkeitsmatrix aus einem linearen Term und einem nicht-linearen Term besteht.
In Abschnitt 4.4 wurde zunächst nicht zwischen Haften und Gleiten unterschieden, eine solche
Unterscheidung ist aber für die korrekte Beschreibung des Tangentialkontakts unumgänglich. Wie
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bereits in Abschnitt 3.5.4 besprochen, kann eine Aufteilung des Schlupfes (Gleichung 3.164) in
einen reversiblen Haft- und einen irreversiblen Gleitanteil erfolgen. Für die Kontaktschubspan-
nungen muss dabei ein vom reversiblen Schlupfanteil abhängiges konstitutives Gesetz angenom-
men werden, was im Rahmen dieser Arbeit die Penalty-Formulierung und damit ein klassisches
linear-elastisches Gesetz nach Gleichung 3.165 ist.
Die Berücksichtigung einer nicht-assoziierten Fließregel nach COURNIER [CURNIER 1984] in
Gleichung 3.167 führte in Gleichung 3.169 zu einer Bestimmungsgleichung für die Rate der Kon-
taktschubspannungen, welche durch die Anwendung einer EULER-Rückwärts-Approximation in
Gleichung 3.170 die inkrementelle Beziehung
∆τ = αT
(
∆s+∆ξ
τ
‖τ‖
)
(4.110)
für den Vektor der Kontaktschubspannungen liefert. Die Ermittlung der „eigentlichen“ Kontakt-
schubspannungen muss im Rahmen eines Prediktor-Korrektor-Verfahrens erfolgen.
Es wird hier das Radial-Return-Mapping-Scheme nach BRANNON [BRANNON 2002a] angewen-
det, welches wie alle Return Mapping-Algorithmen darauf basiert, dass überprüft wird, ob eine
Größe unter bestimmten Voraussetzungen innerhalb eines zulässigen Bereiches liegt. Ist dies nicht
der Fall, erfolgt eine Rückprojektion auf den zulässigen Bereich. Im vorliegenden Fall der Kon-
taktschubspannungen erfolgt diese Überprüfung, also die Unterscheidung zwischen Haften und
Gleiten, bezüglich der maximal übertragbaren Kontaktschubspannungen (vgl. Abbildung 4.3).
t
t t+
Abbildung 4.3: Der Radial Return Mapping-Algorithmus im Gleitfall (Abbildung nach
[WILLNER 2003])
Dabei wird zunächst im jeweils untersuchten Iterationsschritt das zugehörige Schlupfinkrement
∆s bestimmt und mit diesem der Testspannungszustand t+∆tτ Test ermittelt, wobei zunächst Haften
anzunehmen ist und für den Evolutionsparameter somit nach Gleichung 3.171 ∆ξ = 0 gilt. Somit
ergibt sich mit
∆τ Test = αT∆s (4.111)
nach Gleichung 4.110 der Testspannungszustand
t+∆tτ Test = tτ +∆τ Test = tτ + αT∆s, (4.112)
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mit welchem die Haftbedingung
RTest = ∥∥t+∆tτ Test∥∥− τmax (4.113)
nach Tafel 3.1 zu überprüfen ist. Für den Fall RTest < 0 liegt Haften vor. Die Kontaktschubspan-
nungen liegen im für den Haftfall nach Abbildung 4.3 zulässigen Bereich, der Prediktor wird als
neuer Zustand akzeptiert, der neue Spannungszustand ist identisch mit dem Testzustand77
t+∆tτH =
t+∆t τ Test. (4.114)
Für die maximal zulässigen Kontaktschubspannungen τmax kann analog zu Abbildung 3.15 ein
beliebiges Reibgesetz, welches von zahlreichen Variablen wie zum Beispiel dem Schlupfweg, der
Schlupfgeschwindigkeit oder der Temperatur abhängig sein kann, zur Anwendung kommen. Im
Rahmen dieser Arbeit soll, wie in Gleichung 3.153 eingeführt, nach dem COULOMBschen Modell
jedoch lediglich eine lineare Abhängigkeit der maximal übertragbaren Kontaktschubspannungen
vom herrschenden Kontaktdruck
τmax = µ0p (4.115)
angenommen werden.
Wird, charakterisiert durch RTest ≥ 0, allerdings die Haftgrenze erreicht oder sogar überschritten,
liegt Gleiten vor. Da die Kontaktschubspannungen im Gleitfall aber nicht größer als die maximal
zulässige Kontaktschubspannung τmax sein können, ist der Evolutionsparameter∆ξ derart zu wäh-
len, dass der neue (Test)-Spannungszustand exakt die Bedingung R = 0 erfüllt, was der Fall ist,
wenn nach WILLNER [WILLNER 2003]
∆ξ = −R
Test
αT
(4.116)
gewählt wird. Der inkrementelle Zuwachs der Kontaktschubspannungen beträgt damit
∆τ = αT∆s−RTest
t+∆tτ Test
‖t+∆tτ Test‖ (4.117)
und der aktuelle Vektor der Kontaktschubspannungen im Gleitfall
t+∆tτG = τmax
t+∆tτ Test
‖t+∆tτ Test‖ . (4.118)
Gleichung 4.118 kann dabei als Rückskalierung der Testspannungen auf den Bereich der zulässi-
gen Spannungen interpretiert werden. Für die einzelnen Komponenten des Spannungsvektors gilt
im Gleitfall damit
t+∆tτα, G = τmax
t+∆tτTestα
‖t+∆tτ Test‖ . (4.119)
Es kann gezeigt werden, dass damit der Betrag des Kontaktschubspannungsvektors∥∥t+∆tτG∥∥ =√(t+∆tτ1, G)2 + (t+∆tτ2, G)2 = τmax (4.120)
77Die Indices G und H zur Unterscheidung des Haft- und Gleitfalles dürfen nicht mit den Indices g und h in Gleichung
3.164 zur Zerlegung in einen Haft- und einen Gleitanteil verwechselt werden und werden deshalb im Folgenden mit
Großbuchstaben geschrieben.
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exakt den maximal zulässigen Kontaktschubspannungen entspricht, was genau den Fall des Glei-
tens charakterisiert. Gewissermaßen rückwärts lassen sich, sofern benötigt, daraus sowohl im Fall
des Haftens mit
∆sH =
1
αT
(
t+∆tτ − tτ) (4.121)
als auch im Fall des Gleitens mit
∆sG = −∆ξ
t+∆tτ Test
‖t+∆tτ Test‖ (4.122)
die Schlupfinkremente ermitteln. Zur Interpretation dieser Gleichungen sei ebenfalls auf Abbil-
dung 4.3 verwiesen.
Damit sind zunächst die beim Kontakt auftretenden Kontaktschubspannungen bekannt und kön-
nen entsprechend sowohl in die Tangentialkontakt-Steifigkeitsmatrix nach Gleichung 4.91 als auch
in den dem Kontaktschubspannungen äquivalenten Knotenkräftevektor nach Gleichung 4.81 ein-
gesetzt werden, womit auch ihr Anteil am Gesamt-Finite-Element-Gleichungssystem nach Glei-
chung 4.107 ermittelt werden kann.
Zur Bestimmung der mit den Kontaktschubspannungen korrespondierenden tangentialen Kon-
taktsteifigkeitsmatrix nach Gleichung 4.91 ist zunächst die Bestimmung des linearen Terms nach
Gleichung 4.83 erforderlich, für welchen aber nicht nur die Kontaktschubspannungen selbst, son-
dern ebenso deren Ableitungen ∂τα
∂ζβ
nach dem Schlupf benötigt werden. Hierbei ist wieder zwi-
schen Haften und Gleiten zu unterscheiden, was die Anwendung des Radial Return Mapping-
Algorithmus erfordert.
Im Fall des Haftens folgt bei der Anwendung der beschriebenen Penalty-Formulierung mit einem
konstanten Penalty-Faktor αT für die Komponenten des inkrementellen Zuwachses des Kontakt-
schubspannungsvektors nach Gleichung 4.111
∆τα = αTmαβ∆ζ
β (4.123)
in Bezug auf die kontravariante Basis, womit die Ableitung bezüglich des Schlupfes
∂τα
∂ζβ
= αTmαβ (4.124)
beträgt.
Im Gleitfall hingegen hängt die Linearisierung der Kontaktschubspannungen, welche in diesem
Fall exakt den maximal zulässigen Kontaktschubspannungen entsprechen, von der speziellen Be-
rechnungsvorschrift für τmax ab. Da im Rahmen dieser Arbeit nach Gleichung 4.115 das COU-
LOMBsche Reibgesetz zur Anwendung kommt, lautet die Ableitung der Kontaktschubspannungen
nach dem Schlupf mit µ = µ0
∂τα
∂ζβ
=
∂τmax
∂ζβ
=
∂ (µp)
∂ζβ
, (4.125)
wobei für den Kontaktdruck selbst die in Gleichung 3.148 eingeführte Penalty-Formulierung mit
dem konstanten Penalty-Faktor αN zu verwenden ist. Sowohl dieser Penalty-Faktor als auch die
Durchdringung d sind aufgrund der im Rahmen dieser Arbeit angenommenen Entkoppelung des
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Kontaktdrucks von den Kontaktschubspannungen unabhängig vom Schlupf, weshalb sich die Ab-
leitung der Kontaktschubspannungen nach dem Gleitweg im Gleitfall zu
∂τmax
∂ζβ
=
∂ (µαNd)
∂ζβ
= 0 (4.126)
ergibt.
Damit kann die Haft-Gleitunterscheidung durchgeführt werden, die Berücksichtigung er-
folgt über die entsprechende Algorithmen bei der Ermittlung der Kontaktsteifigkeitsmatrix
und der korrespondierenden Knotenkräftevektoren. Zur Darstellung der Einbindung der Haft-
Gleitunterscheidung im Finite-Element-Programm sei an dieser Stelle auf Abschnitt 4.6.4 ver-
wiesen.
4.6 Rechentechnische Umsetzung des numerischen Lösungszugangs
4.6.1 Allgemeine Struktur des Programms ROLLKO zur Rollkontaktberechnung
Bei dem Finite-Element-Programm ROLLKO handelt es sich um ein Programm, welches spezi-
ell auf die Untersuchung von Kontaktproblemen, respektive Rollkontakt, ausgerichtet ist. Da es
sich sowohl bei der Beschreibung von Kontakt als auch von Rollvorgängen um hochgradig nicht-
lineare Formulierungen handelt, sind zur Auswertung der Gleichungen, insbesondere bei zeitlich
veränderlicher Belastung, spezielle numerische Algorithmen erforderlich und damit eine iterative
beziehungsweise inkrementelle Lösung des Kontaktproblems zur Einhaltung der Gleichgewichts-
bedingungen und zur Berücksichtigung der Kontaktrandbedingungen nach Abschnitt 3.5.4 unum-
gänglich. Zugleich muss, wie in Abschnitt 4.3 beschrieben, eine Linearisierung bezüglich der Zeit
beziehungsweise der Belastung vorgenommen werden, damit Belastungen in beliebiger Veränder-
lichkeit nur zu diskreten Zeitpunkten aufgebracht werden müssen. So können außerdem gleichzei-
tig verschiebungsabhängige Lasten und nicht-lineares Materialverhalten berücksichtigt werden.
Im Programm ROLLKO erfolgt die Lösung der nicht-linearen Bewegungsgleichung mit Hilfe der
in Abschnitt 4.2 vorgestellten Algorithmen des Full NEWTON-RAPHSON-Verfahrens. Das Pro-
gramm ROLLKO basiert auf dem am Massachusetts Institute of Technology entwickelten Pro-
gramm FEABL [ORRINGER et al. 1978], an dessen stetiger Weiterentwicklung und Erweiterung
für Kontaktprobleme Udo Nackenhorst (Universität Hannover), Bernd W. Zastrau (Technische
Universität Dresden) und Juri Jarewski maßgeblichen Anteil haben. In den folgenden Abschnit-
ten soll auf die Struktur des Programmpakets ROLLKO bezüglich der Lösung des linearisierten
Finite-Element-Gleichungssystems nach Gleichung 4.107 auf der Basis der impliziten Gleichge-
wichtsiteration eingegangen werden, wobei besonderes Augenmerk auf die Darstellung der erfor-
derlichen speziellen Algorithmen zur Berücksichtigung der Kontaktformulierungen gelegt wird.
4.6.2 Die Hauptroutine des Programms ROLLKO
Beim Start des Programms ROLLKO muss zunächst eine Eingabedatei bereitgestellt werden, wel-
che auf der Basis eines in einem beliebigen Modellierungsprogramm erstellten Finite-Element-
Netzes mit Hilfe eines Preprozessing aufbereitet wird und zugleich kontaktspezifische Parameter
bereitstellt. Diese Eingabedatei beinhaltet auch die Geometriedaten, wie Knotenkoordinaten und
Inzidenztabelle, äußere Belastungen, Randbedingungen sowie die Materialparameter.
Abbildung 4.4 stellt die allgemeine Struktur des Programms dar. Nach dem Start des Hauptpro-
gramms, der Organisation der Speicherplätze, dem Einlesen der Eingabedatei sowie dem Aufbau
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Gleichgewichtsiteration, Setzen des Z hlers f r die Iterationsschritteä üi
Speichern und Kontrollausgabe von Zwischenergebnissen
Ü ü überpr fung des Abbruchkriteriums f r Lastschritte
Start - Aufruf des Hauptprogramms
Organisation der Speicherpl tze, Einlesen der Eingabedateiä
Pr diktor-Schritt: Aufbau der Felder mit unver nderlichen Gr enä ä öß
Kontrollausgabe der Ergebnisse, Schlie en der Ein- und Ausgabekan leß ä
Schlussmeldungen, Beenden des Programms
Lastinkrementschleife, Setzen des Z hlers f r die Lastschritteä ün
Erh hung des Iterationsz hlers +1ö ä i
Belegen der Vektoren der rechten Seite
Belegen der Steifigkeitsmatrizen
Kontaktalgorithmus: Kontaktkr fte und Kontaktsteifigkeitä
Assemblierung des Gesamt-Finite-Element-Gleichungssystems
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Abbildung 4.4: Allgemeine Programmstruktur des Programms ROLLKO
und der Belegung der Felder mit unveränderlichen Größen beginnt der eigentliche Berechnungsal-
gorithmus zur Gleichgewichtsiteration bei einer beliebigen Zahl von Lastschritten.
Die Gleichgewichtsiteration mit Hilfe des in Abschnitt 4.2 vorgestellten NEWTON-RAPHSON-
Verfahrens erfolgt innerhalb einer Schleife, in welcher der Programmroutine vbuild eine besondere
Bedeutung zukommt. Sie wird zur Aufstellung des Finite-Element-Gleichungssystems nach Glei-
chung 4.107 mit allen Komponenten inklusive der Berücksichtigung von Kontakt sowie dessen
Lösung zur Bestimmung des aktuellen Verformungszustandes benötigt, Details werden in Ab-
schnitt 4.6.3 diskutiert.
Die Gleichgewichtsiteration innerhalb eines Lastschrittes ist abgeschlossen, wenn ein vom An-
wender vorgebbares Konvergenzkriterium erfüllt ist, es können weitere Lastschritte folgen. Die
Kontrollausgabe gewünschter Ergebnisgrößen und das Schließen der Ein- und Ausgabekanäle be-
enden das Programm.
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4.6.3 Aufbau der inkrementellen Bewegungsgleichung mit der Routine vbuild
Wie in Abschnitt 4.6.2 angedeutet, kommt der Routine vbuild beim Aufbau des Finite-Element-
Gleichungssystems eine besondere Bedeutung zu, da innerhalb dieser Schleife sowohl die Be-
legung der Vektoren der rechten Seite und der Steifigkeitsmatrix als auch die Einbindung des
Kontaktalgorithmus erfolgt (vgl. Abbildung 4.5). Grundsätzlich sind beim Aufbau der Vektoren
beim -Verfahren L schen der SystemmatrixFull NEWTON-RAPHSON ö
L schen der rechten Seite: Elementlasten, innere Kr fteö ä
Kontrollausgabe der Einzel-Vektoren der rechten Seite
Addieren der zuvor bestimmten inneren Kr fte auf die rechte Seiteä
Addieren der Elementlasten und Einzelkr fte auf die rechte Seiteä
Kontaktabfrage und Bestimmung Kontaktsteifigkeitsmatrix und Kontaktkr fte (Abb. 4.6)ä
Ermittlung des aktuellen Verformungszustandes und der inhomogenen Randbedingungen
Einbau der inhomogenen geometrischen Randbedingungen in den Verschiebungsvektor
Bestimmung der Kr fte aus eingepr gten u eren Verschiebungenä ä ä ß
Ü öbergabe der aufgebauten Steifigkeitsmatrix und der rechten Seite an L sungsalgorithmus
Neuaufbau der Steifigkeitsmatrix und der rechten Seite
Auswahl der elementspezifischen Unterroutinen
Einlesen der Elementtypinformationen, Knotenkoordinaten, Inzidenztabelle
Einlesen der Elementlastdaten; Vorbelegung der Vektoren
Extrahieren der Elementverschiebungen
Belegen der elementspezifischen Daten
Assemblieren der Gesamtsteifigkeitsmatrix und Einzel-Vektoren der rechten Seite
elementweise Belegung der Steifigkeitsmatrix (lineare und nicht-lineare Anteile)
elementweise Belegung der -Inertial-MatrixALE
elementweise Belegung der Elementlast- Vektoren
elementweise Belegung des dem inneren Spannungszustand quivalenten Vektorsä
Aktivieren der -BerechnungALEFestlegung des Berechnungsverfahrens;
, -StrukturlastenALE
und -Inertial-ALE
und -ALE
Abbildung 4.5: Aufbau des Finite-Element-Gleichungssystems nach Gleichung 4.107 (vbuild)
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und Steifigkeitsmatrizen des Finite-Element-Gleichungssystems 4.107 im Rahmen einer Lösung
mittels einer NEWTON-RAPHSON-Iteration zwei Varianten zu unterscheiden (vgl. Abschnitt 4.2):
• Die Full NEWTON-RAPHSON-Methode gewährleistet in jedem Iterationsschritt, Augment
oder Lastschritt einen Neuaufbau der System- und Kontaktsteifigkeitsmatrizen (vgl. Abbil-
dung 4.2). Dabei werden die jeweils aktuelle Konfiguration der Geometrie, der aktuelle Ver-
formungszustand und eine möglicherweise veränderte Kontaktsituation berücksichtigt. Be-
sonders bei Problemen, bei welchen das Kontaktgebiet nicht a priori bekannt ist oder bei de-
nen große Verformungen auftreten, ist dieses Vorgehen unumgänglich. Das Full NEWTON-
RAPHSON-Verfahren konvergiert dabei lokal quadratisch, wenn der Startvektor ausreichend
nah an der Lösung liegt und die Struktur sukzessive belastet wird. Die Lösung ist dann auch
sehr robust. Wird keine Konvergenz erreicht, sind die Lastschritte zu verkleinern.
• Im Fall einer untersuchten Struktur mit einer hohen Anzahl von Systemfreiheitsgraden
und damit großen Systemmatrizen erfordert die Lösung des Gleichungssystems nach Glei-
chung 4.107 sehr viel Rechenzeit und Speicherkapazitäten, da in jedem Iterationschritt das
lineare Gleichungssystem neu gelöst werden muss, um den aktuellen Verformungszustand
zu bestimmen. Es ist daher sinnvoll, bei der Untersuchung von Problemstellungen mit klei-
nen auftretenden Verformungen oder abschätzbarem Kontaktgebiet auf einen Neuaufbau der
Matrizen zu verzichten und die bereits durch entsprechende Algorithmen faktorisierte Ma-
trix des ersten Iterationsschrittes des jeweiligen Lastschrittes zur Lösung des Gleichungs-
systems wiederzuverwenden. Dies entspricht der Modified NEWTON-RAPHSON-Methode
(vgl. auch Abschnitt 4.2). Mit dieser Methode lässt man kleine Fehler in den Lösungsvek-
toren aufgrund der Nichtberücksichtigung der veränderten Geometrie zu, erzielt aber einen
bedeutenden numerischen Vorteil bei der Lösung des Gleichungssystems.
In Abbildung 4.5 ist der Aufbau der inkrementellen Bewegungsgleichung zur Lösung des Finite-
Element-Gleichungssystems mittels der Routine vbuild dargestellt, wobei anzumerken ist, dass
sich bei der Untersuchung von Rollkontakt auf der Basis der ALE-Betrachtungsweise Unterschiede
in der Programmstruktur im Vergleich zum statischen Kontakt ergeben. In Abbildung 4.5 sind diese
Ergänzungen in grauer Schrift angegeben, auf deren detaillierte Umsetzung in Abschnitt 4.6.5
gesondert eingegangen wird.
Es werden in Abhängigkeit von den verwendeten Elementtypen innerhalb der Iterationsschleife
nacheinander diejenigen entsprechenden Routinen aufgerufen, welche das elementweise Belegen
der Steifigkeitsmatrix und der einzelnen Vektoren der rechten Seite (vgl. auch Tafel 4.1) vorneh-
men. Anschließend werden die Daten zur Gesamtsteifigkeitsmatrix und zur rechten Seite nach
Gleichung 4.107 assembliert. Für die Berücksichtigung des Kontakts, welcher hier nur kurz er-
wähnt ist, sind zusätzliche Algorithmen erforderlich, die im Detail in Abschnitt 4.6.4 besprochen
werden. Die mit den Termen aus Kontakt und inhomogenen Randbedingungen vervollständigte
Steifigkeitsmatrix und die rechte Seite können zur Lösung des Finite-Element-Gleichungssystems
an die übergeordnete Routine übergeben werden.
4.6.4 Der Kontaktalgorithmus der statischen Kontaktberechnung
Wie zuvor beschrieben kommt bei der Untersuchung von Kontaktproblemen, besonders beim
Rollkontakt, der numerischen Behandlung der Kontaktbedingungen und der Bestimmung ihres
Beitrags an der Bewegungsgleichung (Gleichung 3.114) eine besondere Bedeutung zu. In Ab-
schnitt 4.3 und 4.4 wurde beschrieben, wie die Kontaktbedingungen Eingang in das Finite-Ele-
ment-Gleichungssystem nach Gleichung 4.107 und damit in die Strukturberechnung finden, was
es erlaubt, detaillierte Aussagen über den aktuellen Verformungs- und Kontaktzustand zu treffen.
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Dazu ist es notwendig, einen geeigneten Kontaktalgorithmus einzubinden (vgl. Abbildung 4.4). Es
ist offensichtlich, dass ein solcher Kontaktalgorithmus, der in jedem Iterations- beziehungsweise
Aufruf des Kontaktalgorithmus innerhalb der Schleife zur Gleichgewichtsiteration
KONTAKTDETEKTION ( )KONTAKTABFRAGE
KONTAKTTESTS
Auswahl der elementspezifischen Unterroutinen
Belegen der Koordinaten des und des -Segmentsmaster slave-Segments
Auswahl der elementspezifischen Unterroutinen
Assemblieren der Kontaktsteifigkeitsmatrix und der Kontaktkr fte auf globaler Ebeneä
Bestimmung der Knotenkoordinaten der unverformten und aktuellen Konfiguration
Bestimmung der Fl che der Kontaktsegmente; Festlegung der Integrationspunkteä
Feststellung von Abstand und Aufstandspunkt Kontaktflag setzen J/N
Berechnung von Schlupf
Bereitstellung der Formfunktionen
Auswertung der Evolutionsgleichungen; Berechnung der Tangentialspannungen
Berechnung der Kontaktkr fte und der Kontaktsteifigkeitsmatrix im Elementä
Bestimmung der Geometriedaten der Kontaktsegmente
Schwerpunktbestimmung f r die Kontaktsegmenteü
Ermittlung des Durchmessers der Halbkugel zur Kontaktdetektion
Bestimmung des Abstandes zum -Segmentmaster
Ü überpr fung des Grenzabstandes Entscheidung Kontakt J/N
Abspeichern der Kontaktgruppen in entsprechende Listen
KONTAKTEINBAU
R ckkehr zur Schleife der Gleichgewichtsiteration; Beenden des Kontaktalgorithmusü
Schleife ber alle vorl ufig detektierten Kontaktsegmenteü ä
Schleife ber alle Integrationspunkteü
und Schlupfgeschwindigkeit
Abbildung 4.6: Struktur des Kontaktalgorithmus beim statischen Kontakt
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Belastungsschritt neu zu durchlaufen ist, sich in zwei Hauptabschnitte gliedern muss:
• Zum einen muss zunächst die Kontaktdetektion erfolgen, d. h. es muss festgestellt werden,
welche Punkte miteinander in Kontakt sind, denn nur die wirklich in Kontakt befindlichen
Kontaktsegmente beziehungsweise deren Integrationspunkte können auch einen Beitrag zur
virtuellen Arbeit der Kontaktspannungen in Gleichung 4.16 liefern.
• Im zweiten Teil des Kontaktalgorithmus erfolgt der Kontakteinbau in das Finite-Element-
Gleichungssystem nach Gleichung 4.107 über die tangentiale Kontaktsteifigkeitsmatrix und
die den Kontaktspannungen des letzten Gleichgewichtszustandes äquivalenten Kontakt-
Knotenkräfte zur Bestimmung des aktuellen Kontakt- und Verformungszustandes. Dies ge-
schieht auf der Grundlage einer NEWTON-RAPHSON-Iteration in einem lastschrittweisen
Prozess (vgl. Abschnitt 4.2).
Im Folgenden sollen die beiden Schritte des Kontaktalgorithmus, die Kontaktdetektion und der
Kontakteinbau genauer erläutert werden, der allgemeine Ablauf ist in Abbildung 4.6 angegeben.
Die in grauer Schrift dargestellten, speziell für die Untersuchung von Rollkontakt erforderlichen
Routinen werden gesondert in Abschnitt 4.6.5 besprochen. In der zum untersuchenden Problem
gehörenden Eingabedatei sind mögliche Kontaktgebiete vorzugeben, damit eine Untersuchung der
gesamten Struktur auf mögliche Kontaktpartner nicht erforderlich ist, sondern auf ein begrenz-
tes Gebiet beschränkt werden kann. Damit sind bereits die zum master- beziehungsweise slave-
Körper gehörigen master- und slave-Elemente vordefiniert (vgl. Abbildung 3.10). Auf ihren Ober-
flächen werden Kontaktsegmente definiert, deren Seiten mit den Seitenflächen der finiten Elemen-
te zusammenfallen. Bei Tetraederelementen handelt es sich um dreieckige Kontaktsegmente, bei
Quader-Elementen um Vierecke (vgl. Abbildung 4.7). Die Knotennummerierung innerhalb eines
Kontaktsegments entspricht dabei stets dem Richtungssinn des Normalenvektors auf der Kontakt-
segmentoberfläche.
1
2
3
1
2
3
4
Quaderelement ( )slave Tetraederelement ( )slave
rechteckiges
Kontaktsegment
dreieckiges
Kontaktsegment
Abbildung 4.7: Kontaktsegmente bei Quader- und Tetraederelementen
Im ersten Schritt des Kontaktalgorithmus, der Kontaktdetektion, werden zunächst alle master- und
slave-Segmente mit ihren aktuellen Knotenkoordinaten belegt. Im nächsten Schritt sind die eigent-
lichen Kontakttests durchzuführen, dies geschieht mittels einer Routine, welche für zwei- und drei-
dimensionalen Kontakt unterschiedlich ist, und sich ebenfalls für 3- beziehungsweise 4-Knoten-
Kontaktsegmente nach Abbildung 4.7 unterscheidet.
Grundidee beider Arten von Kontaktsegmenten ist die Einführung eines Umkreises, dessen Mittel-
punkt sich im Schwerpunkt des Kontaktsegments befindet und welcher identisch mit der Grund-
fläche einer Halbkugel ist, deren Volumen den Detektionsbereich für den Kontakt definiert. Bei
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einem 3-Knoten-Kontaktsegment werden nach der Festlegung der Knotenkoordinaten zunächst
die Seitenlängen sowie die Fläche des Dreiecks bestimmt. Der Schwerpunkt des Dreiecks liegt im
Schnittpunkt der Seitenhalbierenden, die Koordinaten des Schwerpunktes sind das arithmetische
Mittel der jeweiligen Koordinaten der Eckpunkte. Für die x-Koordinate gilt somit zum Beispiel
xS =
1
3
(x1 + x2 + x3) . (4.127)
Der Radius des Umkreises kann mit
rUmkreis =
abc
4A
(4.128)
als Quotient aus dem Produkt der Seitenlängen des Dreiecks und der vierfachen Fläche bestimmt
werden. Es wird eine Halbkugel um den Schwerpunkt des slave-Segments mit dem Radius rUmkreis
definiert und geprüft, ob sich ein master-Segment innerhalb der Gruppe der möglichen Kontakt-
partner befindet, welches mindestens einen Knoten besitzt, der sich innerhalb des Halbkugelvo-
lumens befindet (vgl. Abbildung 4.8), also ein Knoten des master-Elementes einen Abstand vom
slave-Segment hat, welcher geringer ist als der Radius der Kugel rK = rUmkreis. In diesem Fall
werden diese beiden Segmente als benachbart identifiziert und in einer entsprechenden Liste po-
tentieller Kontaktpartner abgespeichert. Eine genaue Auswertung des Kontakts erfolgt erst beim
Kontakteinbau in die Steifigkeitsmatrix beziehungsweise die rechte Seite.
r
Umkreis
r
Umkreis
slave-Element
master-Element
Kontaktsegment
( )slave
Kontaktdetektionsbereich
( )Halbkugel
Kontaktsegment
( )master
Abbildung 4.8: Definition des Kontaktdetektionsbereiches bei Tetraederelementen
Der Algorithmus für 4-Knoten-Kontaktsegmente (auf der Oberfläche der Quader-Elemente) unter-
scheidet sich lediglich im Auffinden des Mittelpunktes der Halbkugel, der wieder im Schwerpunkt
des Vierecks liegt. Es werden beim 4-Knoten-Kontaktsegment zunächst die Längen der Diagonalen
des Vierecks bestimmt. Anschließend wird die längere der beiden ausgewählt, da diese den Durch-
messer des Umkreises der Halbkugel, welche den Detektionsbereich für potentielle Kontaktpartner
definiert, bildet. Der Ursprung der Halbkugel liegt in der Hälfte der längeren Diagonalen.
Wie bereits erwähnt, werden mit der vorgestellten Kontaktdetektion möglicherweise zu viele po-
tentielle Kontaktpaare vordefiniert, eine genaue Selektion und die Bestimmung des realen Abstan-
des erfolgt zu einem späteren Zeitpunkt, wenn die Integration über die master-Elemente bei der
Bestimmung der Kontaktkräfte und Kontaktsteifigkeiten erfolgt.
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Ein weiterer wesentlicher Schritt der Kontaktuntersuchung ist der Kontakteinbau in die Steifig-
keitsmatrix und der Aufbau der rechten Seite des Gleichungssystems. Bei der Untersuchung von
Rollkontaktproblemen wird eine Schleife eingeschoben, innerhalb welcher noch einmal alle vor-
läufigen Kontaktgruppen aus der Kontaktabfrage auf ihre aktuelle Kontaktsituation hin untersucht
werden, um den ersten Kontaktpunkt, in welchem Haften auftritt, zu detektieren. Damit kann die
Führungsgeschwindigkeit der Schiene in der ALE-Betrachtungsweise und die benötigte Referenz-
geschwindigkeit nach Gleichung 3.155 bestimmt werden. Details zum Rollkontaktalgorithmus fin-
den sich in Abschnitt 4.6.5. Es folgt eine Schleife über alle vorläufig detektierten master- und
slave-Elemente, um die Knotenkoordinaten in der unverformten Ausgangskonfiguration und der
aktuellen verformten Konfiguration zu ermitteln.
Die Berechnung der Kontaktkräfte und der tangentialen Kontaktsteifigkeitsmatrix erfolgt in ei-
ner gesonderten Schleife über alle Integrationspunkte. Beim Dreieck wird ein Integrationspunkt
im Schwerpunkt verwendet, beim Viereck sind es zwei Integrationspunkte pro Richtung mit den
Stützstellen und Wichtungsfaktoren entsprechend der GAUSS-Integration (vgl. Anhang B.2). Zu-
erst werden die Integrationspunkte mit ihren aktuellen Koordinaten belegt, um den Fußpunkt des
master-Elementes (vgl. Abbildung 3.10) auf dem slave-Segment festzulegen. Es wird dann der zu-
gehörige Kontaktpunkt auf dem master-Element detektiert und für diesen (siehe Abschnitt 3.5.2)
die Tangentenvektoren aα (Gleichung 3.117) und der Normalenvektor an (Gleichung 3.118) be-
stimmt.
Damit können der Abstand sowie die wirklichen Kontaktpunkte nach Gleichung 3.120 auf ite-
rativem Weg ermittelt werden. Mit dem bekannten Abstand möglicher kontaktierender Elemente
wird überprüft, ob der Abstand geringer als ein vorgegebener Grenzabstand ist, ab welchem Kon-
takt detektiert wird und der zugehörige Index auf Kontakt = true gesetzt. Da beim Rollkontakt
(vgl. Abschnitt 3.5.4) aufgrund der verwendeten ALE-Betrachtungsweise nicht mit den Relativver-
schiebungen kontaktierender Partikel, sondern mit den Relativgeschwindigkeiten zwischen diesen
Teilchen gearbeitet wird, sind diese anschließend zu bestimmen. Im Detail werden die dafür erfor-
derlichen Algorithmen in Abschnitt 4.6.5 vorgestellt.
Die Routine zur Bestimmung der Formfunktionen für den Kontakt ist ein wichtiger Bestandteil
des Kontaktalgorithmus, da diese sämtliche Größen bereitstellt, welche zur Berechnung der tan-
gentialen Kontaktsteifigkeitsmatrix sowie der den Kontaktspannungen äquivalenten Knotenkräfte
benötigt werden. Damit können sowohl für die master- als auch die slave-Segmente die Ableitun-
gen der Tangentenvektoren und des Normalenvektors bestimmt werden, was in matrizieller Finite-
Element-Formulierung mittels der ebenfalls als Formfunktionen bezeichneten Hilfsmatrizen N,
Tα,Nα,Tαβ sowieNαβ (vgl. Abschnitt 4.4) erfolgt. Mit Hilfe dieser Größen ist es nunmehr mög-
lich, die den inkrementellen Gleitwegen δζβ äquivalenten Bestimmungsgleichungen nach Glei-
chung 4.74 aufzustellen.
Dabei erfolgt die Festlegung, welche Kontaktgesetze einzubinden sind, d. h., welche Beziehun-
gen zwischen der Durchdringung d und dem Druck p beziehungsweise dem Schlupf s und den
Kontaktschubspannungen τ bestehen. Es folgt die Auswertung der Evolutionsgleichungen zur Be-
stimmung der Kontaktschubspannungen, welche auch die Unterscheidung von Haften und Gleiten
nach Abschnitt 4.5 beinhaltet, die einzelnen Schritte sind in Abbildung 4.9 dargestellt.
In einem Prediktor-Schritt nach WRIGGERS [WRIGGERS 1995] wird zunächst unter der Annahme
kompletten Haftens auf der Basis von Gleichung 4.112 ein Testspannungszustand berechnet, an-
hand welchem eine mögliche Überschreitung der Haftgrenze geprüft wird. Dies geschieht, indem
zunächst die Kontaktschubspannungen in ihrer Basis normiert werden und daraus der Betrag des
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GLEITEN
HAFTEN
Aufruf der Unterroutine zur Bestimmung der Tangentialspannungen
Extraktion der Tangentialspannungsinkremente
Projektion des Schlupfvektors in die Richtungen der Basisvektoren
R ckkehr in berroutine zur Ermittlung der Kontaktsteifigkeitsmatrixü Ü
Prediktorschritt: Bestimmung des Testspannungszustandes (Annahme: Haften)
Bestimmung der normierten Schubspannungen
Bestimmung des Betrages des Schubspannungsvektors
HAFT-GLEIT-UNTERSCHEIDUNG
Bestimmung Verh ltnis: Betrag Schubspannungsvektor / maximal zul. Schubspannungä
R ckskalierung der Schubspannungen aufü t
max
( )Radial Return Mapping
aktuelle Schubspannungen = Schubspannungen aus Prediktorschritt
Ableitung der Schubspannungen nach dem Schlupf = 0
Berechnung der Ableitung der Schubspannungen nach dem Schlupf
Setzen der Unterscheidungsvariable = 1ihagl
Setzen der Unterscheidungsvariable = 2ihagl
Setzen der Unterscheidungsvariable = 0 f r "kein Kontakt"ihagl ü
Umrechnung der Schubspannungen auf die kontravariante Basis
Abbildung 4.9: Algorithmus zur Auswertung der Evolutionsgleichungen zur Ermittlung der Kon-
taktschubspannungen beim statischen Kontakt mit Haft-Gleit-Unterscheidung
Kontaktschubspannungsvektors berechnet wird, welcher mit den maximal übertragbaren Kontakt-
schubspannungen zu vergleichen ist. Ist das Verhältnis des Betrages des Kontaktschubspannungs-
vektors zur maximal zulässigen Kontaktschubspannung kleiner als Eins, so liegt Haften vor und
der wahre aktuelle Kontaktschubspannungszustand entspricht dem Testspannungszustand aus dem
Prediktor-Schritt. Ist dieses Verhältnis größer als Eins und somit die Haftgrenze überschritten,
liegt Gleiten vor. Dann muss nach Gleichung 4.118 eine Korrektur des Testspannungszustandes
und somit eine Rückprojektion der Komponenten des Kontaktschubspannungsvektors nach Glei-
chung 4.119 im Sinne eines Radial Return Mapping erfolgen (vgl. Abschnitt 4.5).
Damit können die Tangentialkontakt-Knotenkräfte nach Gleichung 4.81 und die Tangentialkon-
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takt-Steifigkeitsmatrix nach Gleichung 4.91 für alle in Kontakt befindlichen Segmente ermittelt
werden. Es folgt die endgültige Berechnung der Normalkontakt-Knotenkräfte und damit der dem
Kontaktdruck äquivalenten rechten Seite nach Gleichung 4.68. Details zur Wahl der Integrations-
punkte können Anhang B.2 entnommen werden. Wie bereits dargelegt, sind bei Anwendung der
ALE-Betrachtungsweise für die Untersuchung von Rollkontaktproblemen spezielle Formulierun-
gen der Kontaktbedingungen erforderlich, eine ausführliche Herleitung ist in Abschnitt 4.4 dar-
gestellt. Die speziellen Rollkontaktalgorithmen werden in Abschnitt 4.6.5 gesondert vorgestellt.
Abbildung 4.6 zeigt in grauer Schrift ihre Einordnung in die Gesamtstruktur des Programms.
Nachdem sowohl die Integrationspunkte sowie die dort herrschenden Normal- und Kontaktschub-
spannungen in entsprechenden Listen abgespeichert und für jedes Element die Kontaktknotenkräf-
te nach Gleichung 4.93 und die tangentiale Kontaktsteifigkeitsmatrix nach Gleichung 4.92 bekannt
sind, werden im letzten Schritt des Kontaktalgorithmus die Elementknotenkräfte und die Element-
steifigkeitsmatrizen zur Gesamt-Kontaktsteifigkeitsmatrix und zur rechten Seite des Kontakts auf
globaler Ebene assembliert. Wenn für ein Element kein Kontakt detektiert werden konnte, werden
die zugehörigen Felder mit Null belegt.
4.6.5 Besonderheiten des Kontaktalgorithmus bei der Rollkontaktberechnung
Wie bereits diskutiert, erfordert die numerische Umsetzung der kontinuumsmechanischen Be-
schreibung des Rollkontakts in der Finite-Element-Methode spezielle Formulierungen. Die für
die Beschreibung von statischem Kontakt entwickelten Vorgehensweisen und Algorithmen (vgl.
Abschnitte 4.6.1, 4.6.2 und 4.6.4) behalten auch beim Rollkontakt ihre uneingeschränkte Gül-
tigkeit, sind aber um spezifische Routinen zu erweitern, deren Einordnung in die Gesamt-
Programmstruktur wurde in den Abbildungen 4.5 und 4.6 bereits in grauer Schrift angegeben.
Dabei ist zunächst das Einlesen rollkontaktrelevanter Daten aus der Eingabedatei, wie bei-
spielsweise des Rollradius R0, der Winkelgeschwindigkeit Ω oder des Roll-Penalty-Faktors αR,
erforderlich. Die erste wesentliche Ergänzung des Programms erfolgt innerhalb der Schlei-
fe zur Gleichgewichtsiteration mittels des in Abschnitt 4.2 vorgestellten NEWTON-RAPHSON-
Verfahrens. Beim Aufbau der globalen Steifigkeitsmatrix zur Lösung des nicht-linearen Finite-
Element-Gleichungssystems nach Gleichung 4.107 durch Assemblierung der Elementsteifigkeits-
matrizen ist die für den Rollkontakt charakteristische, auf den Termen der kinetischen Energie
basierende ALE-Inertialmatrix oder auch Trägheitsmatrix W(i) nach Gleichung 4.59 zu berück-
sichtigen, deren Berechnung schematisch in Abbildung 4.10 dargestellt ist. Gleiches gilt für den
den ALE-Trägheitskräften äquivalenten Knotenkräftevektor nach Gleichung 4.60. Das weitere Vor-
gehen bei der Assemblierung der Gesamtsteifigkeitsmatrix und der rechten Seite des Gleichungs-
systems nach Gleichung 4.107 beim Rollkontakt erfolgt analog zum statischen Kontakt (vgl. Abbil-
dung 4.5). Auch für die eigentliche Kontaktdetektion (vgl. Abbildung 4.6) sind keine gesonderten
Algorithmen erforderlich.
Von großer Wichtigkeit ist aber die Erweiterung des eigentlichen Kontaktalgorithmus hinsichtlich
der beim Rollkontakt auftretenden Phänomene. Wie in Abschnitt 3.5.4 beschrieben, werden beim
Rollen die Tangentialkontaktbedingungen aufgrund der verwendeten ALE-Betrachtungsweise
nicht mit den Relativverschiebungen kontaktierender Partikel, sondern mit Hilfe des Vektors der
Schlupfgeschwindigkeiten s˙ formuliert und die eigentliche Haftbedingung durch die Forderung
nach identischen tangentialen Geschwindigkeiten charakterisiert (Gleichung 3.163). Somit ist
beim Kontakteinbau in das Finite-Element-Gleichungssystem zunächst der erste Haftpunkt am
einlaufenden Rand, wie in Abbildung 4.11 unter Verwendung der in Abbildung 4.6 eingeführten
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Iterationsschleife zur Ermittlung der Elementsteifigkeitsmatrix und der rechten Seite
Auswahl der elementspezifischen Unterroutinen, Initialisierung der -Tr gheitstermeALE ä
Einlesen der Winkelgeschwindigkeit und rollkontaktspezifischer Parameter
Extrahierung der Knotenkoordinaten der Ausgangskonfiguration
Assemblierung des Gesamt-Finite-Element-Gleichungssystems
Schleife ber alle Integrationspunkte des Elementesü
Ermittlung der Verzerrungs-Verschiebungsmatrix (B-Matrix)
Bestimmung der Matrix der Formfunktionen und der RichtungsableitungenH
Festlegung der Wichtungsfaktoren f r die numerische Integrationü
Berechnung der Starrk rpergeschwindigkeit an den Integrationspunktenö
Ermittlung der A-Matrix nach Gleichung 4.56
Bestimmung des -Kr ftevektors nach Gleichung 4.60ALE ä
Berechnung der -Inertialmatrix nach Gleichung 4.59ALE
Abbildung 4.10: Algorithmus zur Ermittlung der ALE-Trägheitsterme
Definitionen dargestellt, zu bestimmen, um damit die Grenze des Kontaktgebietes definieren zu
können.
Ferner wird die in diesem Punkt festgestellte aktuelle materielle Geschwindigkeit ‖v‖ mit der ur-
sprünglichen Referenzgeschwindigkeit VRef nach Gleichung 3.156 verglichen und bei zu großer
Differenz als neue Referenzgeschwindigkeit postuliert. Anschließend werden, wie schon beim sta-
tischen Kontakt, die Knotenkoordinaten der Kontaktsegmente sowohl in der unverformten Aus-
gangskonfiguration als auch in der aktuellen Konfiguration berechnet und deren Fläche sowie de-
ren Integrationspunkte ermittelt.
Es folgt analog die Schleife über alle Integrationspunkte, innerhalb derer zunächst der wahre Ab-
stand der potentiellen Kontaktpartner ermittelt wird und darauf aufbauend die wirklichen Kontakt-
gruppen festgelegt werden. Der Berechnung des Schlupfweges schließt sich im Rahmen der Roll-
kontaktberechnung die Ermittlung der lokalen Schlupfgeschwindigkeit an. Dafür wird zunächst die
materielle Geschwindigkeit in den Integrationspunkten der Kontaktsegmente von Rad und Schiene
bestimmt, aus deren Differenz sich nach Gleichung 3.156 die globale Schlupfgeschwindigkeit vs˙
zweier materieller Teilchen ergibt. Die Normierung mit der Referenzgeschwindigkeit VRef führt
nach Gleichung 3.154 zur gesuchten lokalen Schlupfgeschwindigkeit s˙, auf denen die Formulie-
rung der Tangentialkontaktbedingungen beruht.
Die Berücksichtigung der Kontaktschubspannungen erfolgt, wie in Abschnitt 4.4 für die Um-
setzung in der Finite-Element-Methode spezifiziert, über die mit den Kontaktschubspannungen
korrespondierende, als Kraftstoß interpretierbare Größe λ, welche zunächst entsprechend Glei-
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Auswahl der elementspezifischen Unterroutinen
Ermittlung der materiellen Geschwindigkeit im Haftpunkt des Rades
Eventuelles Update der Referenzgeschwindigkeit (Gleichung 3.155)
Routine zur Suche des ersten Haftpunktes
Bestimmung der Koordinaten u. Formfunktionen an Integrationspunkten (IP)
Erster Haftpunkt ist der Integrationspunkt mit kleinster -Koordinatex
Bestimmung der Fl che der Kontaktsegmente, Festlegung der Integrationspunkteä
KONTAKTEINBAU
Schleife ber alle vorl ufig detektierten Kontaktsegmenteü ä
KONTAKTDETEKTION nach Abb. 4.6
Berechnung der Knotenkoordinaten der unverformten und aktuellen Konfiguration
Feststellung von Abstand und Aufstandspunkt Kontaktflag setzen J / N
Schleife ber alle Integrationspunkteü
Bestimmung der Schlupfgeschwindigkeit
Einbau der Tangentialkontaktterme infolge (Gleichungen 4.99 u. 4.106)ALE
Berechnung des Schlupfweges s
Ermittlung der materiellen Geschwindigkeit in den IP von Rad u. Schiene
Globale Schlupfgeschwindigkeit aus Differenz der materiellen Geschw.
Lokale Schlupfgeschwindigkeit aus Normierung von mit
Berechnung des Kraftsto vektors nach Gleichung 4.100ß
Auswertung der Formfunktionen und Evolutionsgleichungen
Berechnung der Normalkontaktkr fte und -steifigkeitsmatrixä
Berechnung d. Tangentialkontaktkr fte und -steifigkeitsmatrix f r 1. Haftpunktä ü
Assemblieren der Kontaktsteifigkeitsmatrix und Kontaktkr fte auf globaler Ebeneä
Beenden des Kontaktalgorithmus, R ckkehr zur Schleife der Gleichgewichtsiterationü
Abbildung 4.11: Kontakteinbau beim Rollkontakt in Anlehnung an Abbildung 4.6
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chung 4.100 auf der Basis der lokalen Schlupfgeschwindigkeit berechnet und nachfolgend über
die Kontakt- SteifigkeitsmatrixKK,r (Gleichung 4.106) und den Vektor der rechten Seite fˆK,r (Glei-
chung 4.99) in das Gesamt-Finite-Element-Gleichungssystem nach Gleichung 4.107 eingebunden
wird. Lediglich für den ersten Haftpunkt sind die Kontaktschubspannungen wie beim statischen
Kontakt über die Tangentialkontakt-Steifigkeitsmatrix KK,t und den korrespondierenden Vektor
der rechten Seite fK,t einzubeziehen (Gleichungen 4.91 und 4.81).
Analog zum statischen Kontakt erfolgt anschließend auf globaler Ebene die Assemblierung des
Gesamt-Finite-Element-Gleichungssystems nach Gleichung 4.107, die Ermittlung des aktuellen
Verformungszustandes und das Speichern sowie die Kontrollausgabe von Zwischenergebnissen.
Weiterhin werden die Abbruchkriterien überprüft sowie die Berechnung eventueller weiterer Last-
schritte vorgenommen.
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5 Numerische Beispiele
5.1 Zur Wahl der Beispiele
Die numerische Umsetzung der in den Kapiteln 2 und 3 beschriebenen theoretischen Überlegungen
und Herleitungen sowie der kontinuumsmechanischen Grundlagen zur Beschreibung von Kontakt,
insbesondere von Rollkontakt, wurde umfassend in Kapitel 4 dargestellt und soll in den folgenden
Abschnitten mittels geeigneter Beispiele verifiziert werden. Ausgehend von statischen Kontakt-
problemen wird darauf aufbauend auf komplexere Fragestellungen eingegangen.
5.2 Statischer Kontakt der idealisierten Rad-Schiene-Konstellation
5.2.1 Reiner Normalkontakt
Wie in Kapitel 1 und 2 beschrieben, wurden die frühesten Kontaktuntersuchungen von HERTZ
durchgeführt. Daran anlehnend soll als erstes Beispiel das HERTZsche Problem des Kontakts eines
(unendlichen langen) Zylinders mit einem Halbraum untersucht werden, welches den Grundfall 3
des Kontakts zylindrischer Körper darstellt und für welches die Ausbildung eines streifenförmigen
Kontaktbereiches zu erwarten ist (vgl. auch Anhang A.2.3). In erster Näherung soll das Problem
durch einen zylindrischen Körper mit ebenfalls zylindrischer Nabe und einen Untergrund endli-
cher Dicke nach Abbildung 5.1 abstrahiert werden. Beide Körper werden mit den für Stahl gül-
tigen Materialkennwerten modelliert. Es wird dabei ein hoher Haftbeiwert µ0 angenommen, um
in der gesamten Kontaktzone von vollständigem Haften ausgehen zu können. Zur Erleichterung
der Überprüfung der Ergebnisse wird eine Rad-Schiene-Geometrie gewählt, die stark vereinfacht
120 mm
50
m
m
15
m
m
50 mm
15 mm
P
z
x
y
(0, 0)
20 mm
z
x
z
Abbildung 5.1: Statischer Kontakt – Geometrie und Finite-Element-Modellierung
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ist. Die verwendete Finite-Element-Modellierung ist ebenfalls in Abbildung 5.1 dargestellt, die
Vernetzung in Dickenrichtung erfolgt dabei mit je fünf Elementen.
Verwendet wird ein Modell, welches bei einer Anzahl von 4776 Knoten aus 3620 isoparame-
trischen 8-Knoten-Quader-Volumenelementen (vgl. Abbildung B.4) aufgebaut ist. Um den Kon-
taktspannungsverlauf hinreichend genau darstellen zu können, ist die Vernetzung im vermuteten
Kontaktbereich sehr stark verdichtet, verwendet werden hier 100 4-Knoten-Kontaktsegmente pro
Kontaktpartner. Die Lagerung des Systems erfolgt durch Festhalten aller Verschiebungsfreiwerte
der Knoten an der Unterseite der Unterlage, an der Nabe sind die Verschiebungen der Knoten in x-
und y-Richtung gesperrt. Zur Verifikation der allgemeinen Funktionsfähigkeit der implementieren
Algorithmen sollen für die dargestellte Geometrie typische Lastfälle untersucht und verschiedene
Phänomene betrachtet werden.
Eingeprägte Kräfte
Zunächst wird auf der Walze eine Gesamtlast von Pz = 214, 2 kN aufgebracht78, sie wird gleich-
mäßig auf alle Knoten des inneren Ringes der Walze aufgeteilt, so dass für Grundfall 3 bei streifen-
förmigem HERTZschen Kontakt nach Abbildung A.3 von einer Linienlast p = 14, 28 kN
mm
ausgegan-
gen werden kann79. Sind sowohl die Walze als auch der Untergrund mit den Materialkennwerten
von Stahl modelliert, so ergeben sich für die HERTZsche Vergleichslösung nach Gleichung A.2 der
relative Krümmungsradius R zu
R = 50mm (5.1)
und nach Gleichung A.1 der Vergleichs-Elastizitätsmodul E∗ zu
E∗ = 115385
N
mm2
. (5.2)
Entsprechend Gleichung A.15 kann die halbe Breite des Kontaktstreifens aH mit
aH = 2, 81mm (5.3)
bestimmt werden, der maximale Druck p0,H in der Kontaktzone nach HERTZ (Gleichung A.17)
beträgt
p0,H = 3250
N
mm2
. (5.4)
Es werden an dieser Stelle nur die Ergebnisse angegeben, zur Herleitung der Gleichungen wird auf
Anhang A.2.3 verwiesen.
In der Finite-Element-Berechnung mit den im Rahmen dieser Arbeit vorgestellten Programmal-
gorithmen wird, wie oben erwähnt, die Gesamtlast verteilt an den Knoten des inneren Ringes
der Walze in vier gleichen Lastschritten aufgebracht, wobei sich in den Körpern der in Abbil-
dung 5.2 dargestellte VON MISES80-Vergleichsspannungszustand und Verschiebungszustand ein-
stellt. Dieser Vergleichsspannungszustand stimmt mit den bei JOHNSON [JOHNSON 1985] für rei-
nen HERTZschen Kontakt gegebenen Verteilungen überein, wobei, wie zu erwarten, die maximalen
78An jedem der Knoten der Nabe wird eine willkürliche Last von 0, 85 kN aufgebracht, so dass sich bei einer Kno-
tenanzahl von 252 an der Nabe diese Gesamtlast Pz = 214, 2 kN ergibt.
79Diese Linienlast entspricht dem Quotient aus der Gesamtlast Pz und der Dicke der Unterlage in y-Richtung.
80RICHARD VON MISES (1883-1953); Mathematiker und Philosoph. Er veröffentlichte wichtige Arbeiten auf den
Gebieten der Fluid-Mechanik, der Aerodynamik, der Statistik und der Wahrscheinlichkeitstheorie. VON MISES war
1913 der erste, der eine öffentliche Vorlesung über Flugzeuglehre hielt.
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Abbildung 5.2: Statischer Kontakt – VON MISES-Spannungsverteilung und Verschiebungszustand
VON MISES-Vergleichsspannungen nicht an der Oberfläche des Materials, sondern in einer Tiefe
von tz ≈ 0, 3aH auftreten. Eine nähere quantitative Auswertung soll an dieser Stelle nicht erfolgen,
das Hauptaugenmerk liegt auf der Verteilung der auftretenden Kontaktspannungen.
Die Kontaktdruckverteilung ist für den Fall des ebenen Spannungszustandes in Abbildung 5.3 dar-
gestellt. Wie deutlich zu erkennen ist, stellt sich ein nach der HERTZschen Theorie zu erwartender
Verlauf ein, die maximalen Druckspannungen betragen dabei für das Beispiel nach Abbildung 5.1
p0,FE = 3187
N
mm2
. Diese sind im Vergleich zu den maximalen Kontaktspannungen nach HERTZ
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Abbildung 5.3: Statischer Kontakt – Kontaktdruckverteilung p
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in Gleichung 5.4 geringer, was mit den in Abschnitt 3.5.4 beschriebenen Normalkontaktgeset-
zen begründet werden kann: durch die Approximation des realen Kontaktverhaltens mit Hilfe des
Penalty-Verfahrens wird eine als Kontaktschicht zu verstehende Lage mit einer gewissen Stei-
figkeit eingeführt, die eine real nicht vorhandene Durchdringung der Kontaktpartner zulässt. In
Verbindung mit dieser Durchdringung steht eine Aufweitung der Kontaktzone (vgl. auch Abbil-
dung 3.13). Ferner hat auch die Elastizität des Halbraums des Untergrundes einen Einfluss. Dies
ist auch ersichtlich, wenn man die halbe Breite des Kontaktstreifens nach HERTZ (Gleichung 5.3)
von aH = 2, 81mm mit der aus der Finite-Element-Berechnung von aFE = 3, 03mm (vgl. Abbil-
dung 5.3) vergleicht. Eine solche Aufweitung des Kontaktstreifens und damit eine Vergrößerung
des Kontaktgebietes geht dabei mit einer Verringerung des maximalen Kontaktdrucks einher, um
das Gleichgewicht zwischen den beiden Kontaktpartnern erfüllen zu können. Die Balligkeit der
Kontaktdruckverteilung ist auf die freien Oberflächen der Körper in y-Richtung zurückzuführen.
Eine Verbesserung der Genauigkeit ist möglich, wenn die real nicht vorhandene Durchdringung
der kontaktierenden Segmente verringert wird. Eine solche Verringerung kann erzielt werden, in-
dem die „Steifigkeit“ der „Kontaktschicht“ vergrößert wird, was beispielsweise durch eine Erhö-
hung des Penalty-Faktors erzielt werden kann (vgl. Abschnitt 3.5.4). Allerdings geht dies aufgrund
der Größe des Penalty-Faktors innerhalb des Finite-Element-Gleichungssystems mit numerischen
Schwierigkeiten einher. Alternativ empfiehlt sich die Anwendung der Augmented LAGRANGE-
Methode, welche auf iterativemWege die gegenseitige Durchdringung verringert und die Kontakt-
spannungen dem wahren Wert annähert (vgl. Abbildung 3.13).
Wie in Abbildung 5.4 deutlich zu erkennen, ist, im Vergleich zur reinen Penalty-Lösung in Abbil-
dung 5.3, der mit Hilfe des Augmented LAGRANGE-Verfahrens ermittelte Kontaktdruck höher und
erfährt somit eine bessere Annäherung an den HERTZschenWert. Es wird im vorliegenden Beispiel
nur ein Augment-Schritt bei deutlich geringerem Penalty-Faktor benötigt. Dies ist möglich, da die
gegenseitige Durchdringung der Kontaktpartner (auf dmax = 0, 0044mm von dmax = 0, 0160mm)
reduziert werden kann. Damit verbunden ist eine geringere Aufweitung des Kontaktstreifens und
damit eine bessere Annäherung des maximalen Kontaktdrucks an den realen Wert.
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Abbildung 5.4: Statischer Kontakt – Kontaktdruckverteilung p – Augmented LAGRANGE
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Bei beiden Methoden treten, wenn auch im Vergleich mit dem Kontaktdruck deutlich geringere,
Kontaktschubspannungen auf, die für die x-Richtung in Abbildung 5.5 dargestellt sind. Diese dürf-
ten nach der HERTZschen Theorie für die hier verwendete Konfiguration gleicher Materialparame-
ter von Zylinder und Untergrund theoretisch nicht auftreten, da eigentlich eine gleichartige Ver-
formung von Zylinder und Halbraum vorauszusetzen ist, es also zu keinerlei Schlupf kommt. Die
Ursache für die dennoch auftretenden Kontaktschubspannungen ist in der Tatsache zu sehen, dass
die Diskretisierung des Kontaktproblems die theoretischen Forderungen der HERTZschen Theo-
rie nach gleichartigen Verformungen nur unzureichend abbilden kann und zudem mit der Finite-
Element-Diskretisierung nur eine Approximation des Halbraums erfolgt.
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Abbildung 5.5: Statischer Kontakt – Kontaktschubspannungen τx (Längsschub)
Werden bei dem gleichen Modell, charakterisiert durch µ0 = 0, glatte Oberflächen, bei welchen
keine Reibung81 auftritt, angenommen, so verschwinden die Kontaktschubspannungen vollstän-
dig. Dies hat allerdings keinen Einfluss auf die Normalkontaktdruckverteilung, so dass auch hier
die in den Abbildungen 5.2 und 5.3 dargestellten Spannungs- und Kontaktdruckverteilungen zu
verzeichnen sind.
Eingeprägte Verschiebungen
In dem zuvor untersuchten Beispiel wurde an den Knoten des inneren Ringes eine Verschiebung uz
von im Mittel knapp −0, 34mm ermittelt, so dass dieser Wert als Ausgangsgröße für einen wei-
teren Rechengang mit eingeprägten Verschiebungen gewählt werden kann. Es wird ein zu dem
in Abbildung 5.1 dargestellten Modell identisches Finite-Element-Netz mit im Innenring aufge-
brachten Verschiebungen von uz = −0, 34mm verwendet. Die Belastung wird wiederum in vier
gleichen Lastschritten aufgebracht. Die eingeprägten Verschiebungen induzieren einen Gesamt-
verschiebungszustand, welcher selbst wiederum Kontaktdruckspannungen erzeugt, da die kontak-
tierenden Körper gegeneinander gepresst werden. In dem vorliegenden Beispiel wird dabei die Ge-
samtlast von Pz = (−) 225, 4 kN übertragen, welche benutzt werden kann, um die Vergleichslö-
sungen nach HERTZ zu bestimmen, die korrespondierende Linienlast beträgt somit p = 15, 03 kN
mm
.
Damit ergibt sich mit dem relativen Krümmungsradius R nach Gleichung 5.1 und dem Vergleichs-
Elastizitätsmodul E∗ nach Gleichung 5.2 die halbe Kontaktstreifenbreite zu
aH = 2, 88mm (5.5)
81Unter dem Oberbegriff „Reibung“ soll im Folgenden das Auftreten von Tangentialspannungen beim Haften und
Gleiten verstanden werden, vergleiche dazu auch Anhang A.3.
128 5 Numerische Beispiele
analog zu Gleichung 5.3. Der maximale Kontaktdruck beträgt entsprechend Gleichung 5.4
p0,H = 3320
N
mm2
. (5.6)
Die mit Hilfe der Finite-Element-Berechnung ermittelte Spannungs-und Kontaktdruckverteilung
ist in Abbildung 5.6 dargestellt. Es kann festgestellt werden, dass, wie bei der Berechnung mit
eingeprägten Kräften, die berechneten Werte weitestgehend mit den nach HERTZ abgeschätzten
Ergebnissen übereinstimmen, der maximale Kontaktdruck beträgt p0,FE = 3280 Nmm , die halbe
Breite des Kontaktstreifens aFE = 3, 03mm.
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Abbildung 5.6: Statischer Kontakt mit eingeprägten Verschiebungen – VON MISES-Spannungs-
verteilung und Kontaktdruck p
Da die Abweichungen von den HERTZschen Werten wiederum mit den zuvor getroffenen Aus-
sagen über die im Rahmen einer Finite-Element-Berechnung einzuführenden, aber real nicht vor-
handene, Kontaktsteifigkeit begründet werden können, kann an dieser Stelle davon ausgegangen
werden, dass die im Rahmen dieser Arbeit implementierten Kontaktalgorithmen auch bei einer Be-
rechnung mit eingeprägten Verschiebungen prinzipiell funktionsfähig und damit anwendbar sind.
5.2.2 Normalkontakt mit Reibung82
Wie sowohl in Abschnitt 3.5.4 als auch Anhang A.3 ausführlich diskutiert, ist beim reinen Nor-
malkontakt nach HERTZ dann Reibung zwischen den Kontaktpartnern zu verzeichnen, wenn die
Materialparameter der Körper voneinander abweichen. Es soll mit demModell aus Abschnitt 5.2.1,
Abbildung 5.1, untersucht werden, ob die implementierten Kontaktalgorithmen auch dieses Phä-
nomen abzubilden in der Lage sind.
Bei gleicher Belastung, die umgerechnet einer Linienlast von p = 14, 28 kN
mm
über die Dicke der
Walze entspricht, sollen zum Vergleich ein Modell mit identischen Materialparametern von Zylin-
der und Untergrund und eines mit unterschiedlichen Eingangsgrößen untersucht werden. Während
82Zur Erklärung des Begriffs „Reibung“ sei auf die Fußnote 81 verwiesen.
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für das erste Modell analog zu den vorigen Beispielen sowohl für Zylinder als auch Untergrund die
Materialparameter von Stahl benutzt werden, soll im zweiten Modell der Untergrund mit den Ei-
genschaften eines hochfesten Betons modelliert werden, die entsprechenden Kennwerte stammen
von SCHNEIDER [SCHNEIDER & BERTIG 1996] und sind in Tafel 5.1 zusammengestellt. Es wird
ein hoher Haftbeiwert µ0 angenommen, um von vollständigem Haften ausgehen zu können.
Stahl-Stahl Beton-Stahl
Elastizitätsmodul Kontaktkörper 1 E1 210000
N
mm2
70000
N
mm2
Kontaktkörper 2 E2 210000
N
mm2
210000
N
mm2
Querdehnzahl Kontaktkörper 1 ν1 0,3 0,2
Kontaktkörper 2 ν2 0,3 0,3
Tafel 5.1: Zusammenstellung der Materialparameter
Tafel 5.2 enthält die für die Berechnung mit der HERTZschen Theorie erforderlichen (äquivalen-
ten) Parameter und die Werte für die halbe Breite des Kontaktstreifens aH sowie den maximalen
Kontaktdruck p0,H, wie sie nach ebendieser Theorie für die unterschiedlichen Materialpaarungen
zu erwarten sind. Dabei werden an dieser Stelle nur die Ergebnisse angegeben, zur Berechnung
wird auf Anhang A.3 verwiesen.
Stahl-Stahl Beton-Stahl
Äquivalenter E-Modul (Gl. A.1) E∗ 115385
N
mm2
55409
N
mm2
Relativer Krümmungsradius (Gl. A.2) R 50mm 50mm
Halbe Breite des Kontaktstreifens (Gl. A.15) aH 2, 81mm 4, 05mm
Maximaler Kontaktdruck nach HERTZ (Gl. A.17) p0,H 3250
N
mm2
2244
N
mm2
Maximale Kontaktschubsp. nach JOHNSON (Abb. A.7) τx,max, anal. 0 385
N
mm2
Tafel 5.2: Ergebnisse der analytischen Berechnung für den Normalkontakt mit Reibung
Die Finite-Element-Berechnung wurde für beide Paarungen analog zum vorigen Abschnitt mit vier
identischen Lastschritten durchgeführt, die Ergebnisse sind in Tafel 5.3 zusammengestellt.
Stahl-Stahl Beton-Stahl
Halbe Breite des Kontaktstreifens aFE 3, 03mm 4, 02mm
Maximaler Kontaktdruck p0,FE 3187
N
mm2
2238
N
mm2
Maximale Kontaktschubspannungen τx,max,FE 21, 8
N
mm2
384
N
mm2
Tafel 5.3: Ergebnisse der Finite-Element-Berechnung für den Normalkontakt mit Reibung
Im Folgenden sollen zum besseren Vergleich und Verständnis die Ergebnisse für die unter-
schiedlichen Materialpaarungen noch einmal grafisch nebeneinander gestellt werden. Abbil-
dung 5.7 enthält zunächst den sich in den kontaktierenden Körpern einstellenden VON MISES-
Vergleichsspannungszustand, welcher insbesondere für eine materialwissenschaftliche Beurtei-
lung der Ergebnisse von Bedeutung ist. Die für die Paarung Beton-Stahl niedrigere Vergleichs-
spannung ist mit Hilfe von Abbildung 5.9 am deutlichsten zu erklären. Aufgrund der weiche-
ren Modellierung der Unterlage sind die maximalen Kontaktdruckspannungen, wie auch nach der
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Abbildung 5.7: VON MISES-Vergleichsspannungszustand für unterschiedliche Materialpaarungen
HERTZschen Theorie zu erwarten, für diesen Fall deutlich geringer und somit auch der sich in
den Körpern einstellende Spannungszustand. Da die Kontaktschubspannungen selbst, im Vergleich
zum Kontaktdruck, deutlich geringer sind, so müssen auch die VON MISES-Vergleichsspannungen
einen geringeren Maximalwert besitzen. In Abbildung 5.8 ist der sich in den Kontaktpartnern in
z-Richtung einstellende Verschiebungszustand dargestellt. Es ist offensichtlich, wie es die Ergeb-
nisse auch zeigen, dass im Fall des Aufsetzens der stählernen Walze auf den Beton-Untergrund
durch das „weichere“ Untergrund-Material eine größere Verformung desselben erfolgt und somit
0,0
u
z
 [
m
m
]
-0,6
Stahl - Stahl Beton - Stahl
uz, max = -0,34 mm uz, max = -0,59 mm
Abbildung 5.8: Verschiebungen in z-Richtung für unterschiedliche Materialpaarungen
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Abbildung 5.9: Kontaktdruckverteilung p für unterschiedliche Materialpaarungen
die Walze stärker in den Untergrund „einsinkt“ und damit ebenfalls größere Verschiebungen er-
fährt. Abbildung 5.9 enthält die bereits zuvor kurz beschriebene Kontaktdruckverteilung. Durch
den weicheren Untergrund erfolgt eine Aufweitung der Kontaktzone und damit ein Absinken des
maximalen Kontaktdrucks, wie es auch nach der HERTZschen Theorie zu erwarten war.
Mit Abbildung 5.10 soll das Augenmerk auf die sich einstellende Kontaktschubspannungsver-
teilung gerichtet werden. Bezüglich der geringen im Fall des Stahl-Stahl-Kontakts auftretenden
Kontaktschubspannungen sei auf die Anmerkung zu Abbildung 5.5 verwiesen, es sei lediglich
wiederholt, dass diese theoretisch ganz verschwinden müssten und nur aufgrund der unzureichen-
den Approximation des Halbraumverhaltens auftreten. Beim Kontakt einer Stahlwalze mit einer
Unterlage aus hochfestem Beton stellt sich eine deutlich andere Kontaktschubspannungsvertei-
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Abbildung 5.10: Verteilung der Längsschubspannungen τx auf der Unterlage für unterschiedliche
Materialpaarungen
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lung ein, die jedoch sehr gut mit der nach der analytischen Theorie erwarteten Vergleichslösung
(vgl. Anhang A.3, insbesondere Abbildung A.4) übereinstimmt. Die Kontaktschubspannungen be-
sitzen dabei links des Ursprungs der Längsrichtung ein positives, rechts ein negatives Vorzeichen
und sind somit zum Ursprung hin gerichtet. Da die Kontaktschubspannungen auf dem Untergrund
aufgetragen sind, bedeutet dies, dass diese erwartungsgemäß auf dem weicheren Material die Kon-
taktschubspannungen nach innen, auf dem härteren Material nach außen gerichtet sind.
Die maximalen Kontaktschubspannungen betragen τx,max,FE = 384 Nmm2 . Als Referenz für die
qualitative Übereinstimmung der Werte sei an dieser Stelle auf die Lösungen nach JOHNSON in
Anhang A.3 verwiesen. Mit den dort bereitgestellten Gleichungen kann für die vorliegende Materi-
alpaarung eine maximale Kontaktschubspannung von τx,max, anal. = 385N/mm2 ermittelt werden.
Im Rahmen der bereits für den Normalkontakt getroffenen Aussagen bezüglich der Abweichungen
ist dies eine sehr gute Übereinstimmung.
Damit kann für den Fall des statischen Kontakts davon ausgegangen werden, dass mit Hilfe der
implementierten Kontaktalgorithmen eine Beschreibung und quantitativ ausreichend genaue Be-
rechnung verschiedener auftretender Phänomene, wie hier dem Tangentialkontakt mit Haftung,
möglich und das Programm somit prinzipiell funktionsfähig ist. Im nachfolgenden Abschnitt soll
auf die Unterscheidung von Haften und Gleiten genauer eingegangen werden, da beim realen Kon-
takt nicht von komplettem Haften ausgegangen werden kann. Es wird meist in einem gewissen Teil
der Kontaktfläche Gleiten auftreten.
5.2.3 Zur Verifikation der Haft-Gleit-Unterscheidung
In Abschnitt 4.5 sind die Algorithmen zur Unterscheidung von Haften und Gleiten beim Tan-
gentialkontakt hergeleitet und deren numerische Umsetzung beschrieben worden und sollen hier
anhand eines numerischen Beispiels verifiziert werden. Es wird dafür ein Modell gewählt, welches
an das in Abschnitt 5.2, Abbildung 5.1 verwendete Modell angelehnt und derart gewählt ist, dass
sich die in der Kontaktzone auftretenden Phänomene darstellen und gleichzeitig Einflüsse aus der
speziellen Wahl des Systems und der Randbedingungen ausschließen lassen. Das untersuchte Mo-
dell, dessen Finite-Element-Diskretisierung sowie die Zuordnung der Materialeigenschaften sind
in Abbildung 5.11 dargestellt.
In y-Richtung ist das Modell mit jeweils zehn Elementen vernetzt, so dass die dargestellte Vernet-
zung aus insgesamt 2760 8-Knoten-Quader-Elementen mit 3620 Knoten besteht. An der Unterseite
des unteren Körpers sind alle Knoten in x-, y- und z- Richtung unverschieblich gelagert. Ferner
werden an allen Knoten die Verschiebungen in y-Richtung gesperrt und zusätzlich die Querkon-
traktionszahlen beider Kontaktkörper ν1 = ν2 = 0 gesetzt, um in diesem (akademischen) Beispiel
sämtliche Einflüsse, welche den ebenen Spannungszustand in der x-z-Ebene und damit die an-
genommene unendliche Ausdehnung der Körper in y-Richtung (auf dieser Annahme beruhen die
Vergleichslösungen von HERTZ, dargestellt in Anhang A.2.3) stören, von vornherein ausschließen
zu können. Somit kann an dieser Stelle besonderes Augenmerk auf die Haft-Gleit-Unterscheidung
gelegt werden.
Entsprechend der HERTZschen und der BUFLERschen Theorie treten zwischen zwei Kontaktpart-
nern nur dann Kontaktschubspannungen auf, wenn diese keine identischen Materialeigenschaf-
ten aufweisen. Daher werden für die Verifikation der implementierten Algorithmen zur Haft-
Gleit-Unterscheidung in Anlehnung an das Beispiel in Abschnitt 5.2.2 den Körpern wiederum
die elastischen Eigenschaften eines hochfesten Betons (E1 = 70000N/mm2) und von Stahl
(E2 = 210000N/mm2) zugewiesen. Die beiden Kontaktpartner werden mit einer Belastung von
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Abbildung 5.11: Haft-Gleit-Unterscheidung – Modellgeometrie und Finite-Element-Vernetzung
p = 13, 75 kN/mm beaufschlagt (vgl. Abbildung 5.11). Es ergibt sich nach der HERTZschen
Theorie (vgl. Anhang A.2.3, insbesondere Gleichung A.15) die halbe Breite der Kontaktzone
aH =
(
4pR
piE∗
) 1
2
=
(
4 · 13, 75 kN
mm
· 50mm
pi · 52500 N
mm2
) 1
2
= 4, 08mm. (5.7)
Der maximale Kontaktdruck beträgt
p0,H =
(
pE∗
piR
) 1
2
=
(
13, 75 kN
mm
· 52500 N
mm2
pi · 50mm
) 1
2
= 2143, 7
N
mm2
. (5.8)
Der Vergleichs-Elastizitätsmodul E∗ ist dabei nach Gleichung A.1 und der äquivalente Krüm-
mungsradius R nach Gleichung A.2 zu bestimmen. Ist das Phänomen der Reibung nach An-
hang A.3 zu berücksichtigen, so wird mit Hilfe des Parameters βH nach Gleichung A.18 der Un-
terschied in den Materialkennwerten quantifiziert, bei dem hier untersuchten Beispiel erhält man
βH =
1
2
·
1− 2ν1
G1
− 1− 2ν2
G2
1− ν1
G1
+
1− ν2
G2
=
1
2
·
1
35000 N
mm2
− 1
105000 N
mm2
1
35000 N
mm2
+
1
105000 N
mm2
= 0, 25. (5.9)
Damit kann nach Anhang A.3 in Abhängigkeit vom Haftbeiwert µ0 die Ausdehnung der Haft- und
Gleitzone sowie der Wert der maximal auftretenden Kontaktschubspannungen abgeschätzt wer-
den, die Werte sind in Tafel 5.4 zusammengefasst. Die halbe Breite der Haftzone cH (vgl. Abbil-
dung A.7) wird dabei auf die halbe Breite der Kontaktzone aH = 4, 08mm nach Gleichung 4.108
bezogen.
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Haftbeiwert Halbe Breite Haftzone Verhältnis Maximale Kontaktschubspannungen
µ0 cH [mm]
cH
aH = 4, 08mm
τx,max, anal.
[
N
mm2
]
0,10 0,3 0,07 214
0,15 1,2 0,29 308
0,20 2,1 0,52 366
0,25 2,9 0,71 378
0,30 3,4 0,83 403
0,35 3,7 0,91 423
0,40 3,9 0,95 424
0,45 4,0 0,97 424
Tafel 5.4: Ausdehnung der Haftzone und maximale Kontaktschubspannungen in Abhängigkeit
vom Haftbeiwert µ0 – analytische Vergleichslösung
Die Finite-Element-Berechnung wird mit dem in Abbildung 5.11 dargestellten Modell durchge-
führt, die Belastung von p = 13, 75 kN/mm wird dabei wie eingetragen gleichmäßig auf die
Reihe der mittleren Knoten x = 0 verteilt und inkrementell in vier identischen Lastschritten
aufgebracht, der Haftbeiwert µ0 variiert in den unterschiedlichen Beispielrechnungen. Die Ap-
proximation des realen Kontaktverhaltens geschieht mit Hilfe des Penalty-Verfahrens nach Ab-
schnitt 3.5.4 mit einem Penalty-Faktor von αN = 0, 6 · 105N/mm3 für den Normalkontakt und
αT = 0, 2 · 106N/mm3 für den Tangentialkontakt. Die Haft-Gleit-Unterscheidung selbst erfolgt
auf der Basis eines Radial Return Mapping-Algorithmus (vgl. Abschnitt 4.5).
Da entsprechend den Anmerkungen zu Abbildung 3.12 in Abschnitt 3.5.4 und deren Umsetzung
in der Finite-Element-Methode in Abschnitt 4.4 das Normalkontaktproblem vom Tangentialkon-
taktproblem entkoppelt werden kann, muss sich in allen Testberechnungen für das hier untersuchte
Beispiel eine identische Kontaktdruckverteilung einstellen (vgl. Abbildung 5.12). Es kann gezeigt
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Abbildung 5.12: Haft-Gleit-Unterscheidung – Kontaktdruckverteilung p für µ0 = 0, 20
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werden, dass dies der Fall ist, so dass die in Abbildung 5.12 dargestellte Kontaktdruckverteilung
für alle Werte von µ0 gilt, der maximale Kontaktdruck beträgt dabei p0,FE = 2140N/mm2 und
liegt damit sehr nahe an der HERTZschen Vergleichslösung nach Gleichung 5.8. Er variiert für
unterschiedliche Haftbeiwerte geringfügig, eine Tatsache, die auf numerische Rundungsfehler zu-
rückgeführt werden kann. Die halbe Breite der Kontaktzone beträgt aFE = 4, 4mm und liegt damit
ebenfalls nahe der HERTZschen Lösung nach Gleichung 5.7. Die etwas größere Ausdehnung kann
mit den bereits bezüglich des Beispiels in Abschnitt 5.2.1 getroffenen Aussagen begründet werden.
Durch die Einführung von Kontaktgesetzen (vgl. Abschnitt 3.5.4, insbesondere Abbildung 3.12)
wird eine als Kontaktschicht interpretierbare Lage mit einer vergleichsweise geringen Steifigkeit
eingeführt, die ein gewisses Maß an gegenseitiger Durchdringung der Kontaktpartner zulässt. Ver-
bunden mit dieser Durchdringung ist eine Aufweitung der Kontaktzone (vgl. Abbildung 3.13).
Im Folgenden soll die Verteilung der Kontaktschubspannungen genauer betrachtet werden. Es
ist offensichtlich, dass sich für unterschiedliche Haftbeiwerte unterschiedliche Kontaktschub-
spannungsverteilungen einstellen, da die maximal zulässigen Kontaktschubspannungen hier nach
COULOMB mit τmax = µ0p vom am untersuchten Integrationspunkt herrschenden Kontaktdruck p
sowie dem Haftbeiwert µ0 abhängig sind. Somit ist, je kleiner der Haftbeiwert µ0 ist, die Grenze
der maximal zulässigen Kontaktschubspannungen schneller erreicht, womit die Ausdehnung der
Haftzone, auch entsprechend der analytischen Lösung (vgl. Tafel 5.4 und Anhang A.3), abnimmt.
In Tafel 5.5 sind diejenigen Werte für die halbe Breite der Haftzone cFE und die maximalen Kon-
taktschubspannungen τx,max, FE angegeben, welche mit Hilfe der Finite-Element-Methode unter
Anwendung der im Rahmen dieser Arbeit entwickelten und implementierten Algorithmen der
Haft-Gleit-Unterscheidung ermittelt werden konnten.
Haftbeiwert Halbe Breite Haftzone Verhältnis Maximale Kontaktschubspannungen
µ0 cFE [mm]
cFE
aFE = 4, 4mm
τx,max, FE
[
N
mm2
]
0,10 0,55 0,13 209
0,15 1,71 0,39 286
0,20 2,48 0,57 333
0,25 3,11 0,71 369
0,30 3,44 0,78 386
0,35 3,44 0,79 387
0,40 4,01 0,91 393
0,45 4,04 0,92 417
Tafel 5.5: Ausdehnung der Haftzone und maximale Kontaktschubspannungen in Abhängigkeit
vom Haftbeiwert µ0 – Finite-Element-Berechnung
In Abbildung 5.13 ist eine Übersicht der sich bei den unterschiedlichen Haftbeiwerten µ0 einstel-
lenden Kontaktschubspannungsverteilungen gezeigt. Da bei dem gewählten Modell die Unterlage,
für welche die Kontaktschubspannungen aufgetragen sind, aus weicherem Material besteht, sind
die Kontaktschubspannungen auf der Oberfläche nach innen gerichtet, womit sie bei der erwarte-
ten antimetrischen Verteilung zum Ursprung des Koordinatensystems hin gerichtet sind und somit
bei positiven x-Koordinaten einen negativen Wert besitzen. Es ist deutlich zu erkennen, dass sich
diese sowohl hinsichtlich der maximal auftretenden Kontaktschubspannungen als auch der Lage
der Maxima unterscheiden, eine Tatsache, wie sie auf der Basis der in Anhang A.3 vorgestellten
analytischen Berechnungsalgorithmen erwartet wurde. Um so geringer der Haftbeiwert µ0 ist, um
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Abbildung 5.13: Kontaktschubspannungsverteilung τx bei variierendem Haftbeiwert µ0
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so geringer sind die maximalen auftretenden Kontaktschubspannungen, da die Haftgrenze eher
erreicht wird und um so weiter verschiebt sich bei symmetrischer Geometrie und Belastung die
Stelle des Maximums in Richtung des Koordinatenursprungs.
Für einige ausgewählte Werte des Haftbeiwertes µ0 sind, um einen besseren Vergleich zu ermögli-
chen, die Verteilungen der Kontaktschubspannungen in zweidimensionaler Darstellung noch ein-
mal in Abbildung 5.14 angegeben, aus welcher ebenso die Unterteilung der Kontaktzone in Haft-
und Gleitgebiet entnommen werden kann. Es wird dabei sowohl aus Abbildung 5.14 als auch aus
Tafel 5.5 Folgendes ersichtlich: Mit Hilfe der implementierten Algorithmen ist es möglich, eine
Unterscheidung von Haften und Gleiten beim statischen Kontakt durchzuführen und die auftreten-
den Tangentialspannungen zu ermitteln.
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Abbildung 5.14: Einfluss des Haftbeiwertes µ0 auf die Kontaktschubspannungsverteilung
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Es wird auf der Basis der in Abschnitt 3.5.4 vorgestellten Formulierungen eine Berechnung des
aktuellen Kontaktschubspannungszustandes durchgeführt. Mit Hilfe des in Abbildung 4.3 darge-
stellten Radial Return Mapping-Verfahrens, hier bei Definition der maximal in der Kontaktfläche
übertragbaren Kontaktschubspannung nach COULOMB und damit in Abhängigkeit vom Haftbei-
wert µ0, wird die Einhaltung der Haftgrenze überprüft und, wenn erforderlich, eine Rückprojektion
der Kontaktschubspannungen auf den zulässigen Bereich vorgenommen (vgl. Abschnitt 4.5). So-
mit ist eine klare Abgrenzung des Haftgebietes von der Gleitzone möglich (Kennzeichnung in
Abbildung 5.14 durch die senkrechten gestrichelten Linien).
Es lässt sich somit feststellen, dass mit Hilfe der implementierten Algorithmen eine sehr gute qua-
litative Beschreibung der Kontaktschubspannungsverteilung beim statischen Kontakt möglich ist.
Sowohl das Ansteigen der maximalen Kontaktspannungen mit wachsendem Haftbeiwert, als auch
die Verlagerung des auftretenden Maximums zum Rand der Kontaktzone und die Verschiebung der
Grenze zwischen Haft- und Gleitgebiet kann adäquat wiedergegeben werden. Lediglich bei hohen
Haftbeiwerten ist bei detaillierter Betrachtung am Rand ein oszillierender Verlauf zu erkennen, die
Ursachen sind bei NACKENHORST [NACKENHORST 1993] dargestellt. Betrachtet man die quali-
tativen Ergebnisse, insbesondere im Vergleich von Tafel 5.4 (analytische Vergleichslösung nach
JOHNSON) und 5.5 (Finite-Element-Berechnung), so sind doch Abweichungen in den einzelnen
Werten zu erkennen.
Es ist festzustellen, dass die mit dem Finite-Element-Programm ermittelten Kontaktschubspan-
nungen geringer sind, als die nach der Vergleichslösung. Eine Ursache dafür ist in der Tatsache
zu suchen, dass im Vergleich zur HERTZschen Lösung auch eine Aufweitung der Kontaktzo-
ne erfolgt und zum anderen durch die Einführung des Penalty-Faktors eine gewisse tangentiale
„Weichheit“ der Kontaktschicht toleriert wird und daher keine exakte Darstellung der Steifigkeits-
verhältnisse erfolgt. Damit verbunden ist demnach auch eine nicht absolut exakte Wiedergabe der
Haft-Gleitgrenze, da zu geringe Spannungen mit dem jeweilig anzuwendenden Vergleichswert
verglichen werden. Somit wird die Grenze später erreicht, die Finite-Element-Berechnung liefert
somit eine zu große Ausdehnung der Haftzone, wobei jedoch der glatte Übergang zur Gleitzone
als positiv zu bewerten ist.
Ferner muss beachtet werden, dass mit der in Abbildung 5.11 dargestellten gewählten Model-
lierung ohnehin die Annahmen der Halbraumtheorie nicht exakt erfüllt sind, somit können die
erzielten Ergebnisse als hinreichend genau gewertet werden, der Einfluss des Haftbeiwertes auf
die Verteilung der Kontaktschubspannungen kann mit Hilfe der implementierten Algorithmen zu-
friedenstellend untersucht und wiedergegeben werden.
Zur Verifikation der entwickelten und implementierten Algorithmen der Haft-Gleitunterscheidung
wurden selbstverständlich weitere Testrechnungen mit Modellen anderer Geometrie durchgeführt,
auf deren ausführliche Darstellung an dieser Stelle verzichtet werden soll. Es kann jedoch festge-
halten werden, dass eine Übereinstimmung der Ergebnisse mit analytischen Vergleichslösungen,
insofern diese zur Verfügung stehen, besteht. Eine prinzipielle Funktionsfähigkeit der Algorithmen
ist also gegeben.
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5.3.1 Stationäres Rollen mit gleichen Materialeigenschaften der Kontaktpartner
Nachdem in Abschnitt 5.2 die allgemeine Funktionsfähigkeit der implementierten Kontaktalgo-
rithmen für die Untersuchung von statischem Kontakt dargestellt wurde, soll im Folgenden auf die
den Rollkontakt betreffenden Phänomene angegangen werden.
Dazu soll zunächst wieder das Beispiel aus Abschnitt 5.2.1 zur Anwendung kommen. Geometrie,
Vernetzung, Belastung und Materialparameter sind identisch zu dem in Abbildung 5.1 dargestell-
ten Modell, so dass ein Vergleich der Lösungen möglich ist. Aufgebracht wird zusätzlich eine
„Drehbelastung“, das heißt, das Rad rollt mit einer Winkelgeschwindigkeit von Ω = 11
s
auf der
Unterlage. Es handelt sich dabei um eine kleine Winkelgeschwindigkeit, welche gewählt wurde,
um sicherzustellen, dass die zu berechnenden Ergebnisse frei von Inertialkrafteinflüssen sind.
Wie es in Abbildung 5.15 zu erkennen ist, unterscheidet der sich beim Rollkontakt zweier Kör-
per mit identischen Materialeigenschaften einstellende VON MISES-Spannungszustand kaum von
dem beim statischen Kontakt (Abbildung 5.2(a)). Dass dies so sein muss, lässt sich mit Hilfe von
Abbildung 5.16 begründen. Da hier, wie im Beispiel des statischen Kontakts, die Walze und der
„Untergrund“ identische Materialeigenschaften aufweisen, lässt sich das Problem entsprechend
der in Kapitel 2 erwähnten Theorien von FÖPPL [FÖPPL 1947], BUFLER [BUFLER 1959] und
HERTZ [HERTZ 1882] approximieren (vgl. Anhang A.2 und A.5).
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Abbildung 5.15: Stationäres Rollen – VON MISES-Spannungsverteilung für Kontaktkörper mit
gleichen Materialeigenschaften
Somit ergibt sich für die auf einem Untergrund rollende Walze eine Kontaktdruckverteilung, wel-
che nahezu identisch mit der beim statischen Kontakt ist (vgl. Abbildung 5.3). Auch hier ist wieder
eine (geringfügige) Abweichung von der HERTZschen Theorie zu verzeichnen (p0,FE = 3188 Nmm2
zu p0,H = 3250 Nmm2 und aFE = 3, 03mm zu aH = 2, 81mm), welche mit den bereits beim
statischen Kontakt angegebenen Ursachen begründet werden kann. Durch die Approximation des
realen Kontaktverhaltens mit Hilfe des Penalty-Verfahrens wird eine als Kontaktschicht zu ver-
stehende Lage mit einer gewissen Steifigkeit eingeführt, die eine gegenseitige Durchdringung der
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Abbildung 5.16: Stationäres Rollen – Kontaktdruckverteilung p für Kontaktkörper mit gleichen
Materialeigenschaften
Kontaktpartner zulässt, womit wiederum eine Aufweitung der Kontaktzone verbunden ist. Ferner
hat auch die Elastizität des Halbraums des Untergrundes einen Einfluss. Auch hier kann die Ge-
nauigkeit wieder mit Hilfe des Augmented LAGRANGE-Verfahrens verbessert werden, was aber
einen erhöhten numerischen Aufwand verursacht. Dennoch kann davon ausgegangen, dass die Er-
gebnisse ausreichend genau sind, da die Voraussetzungen für die Anwendung der HERTZschen
Theorie (vgl. Abschnitt 2.2.3) ohnehin nicht vollständig eingehalten sind.
In Abbildung 5.17 ist der sich aus der Finite-Element-Berechnung ergebende Kontaktschubspan-
nungsverlauf (Längsschub τx) der frei rollenden Walze unter der Annahme vollständigen Haftens
dargestellt. Für zwei elastische Walzen mit gleichen Materialeigenschaften, für welche die BUF-
LERsche Theorie gilt (vgl. Anhang A.6), müssten die Kontaktschubspannungen theoretisch ganz
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Abbildung 5.17: Stationäres Rollen – Kontaktschubspannungen τx (Längsschub) für Kontaktkör-
per mit gleichen Materialeigenschaften
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verschwinden, da sich beide Körper gleich verformen müssten und es somit zu keinerlei Schlupf
kommen kann. Da im vorliegenden Beispiel anstelle der unteren Walze eine Unterlage mit end-
licher Dicke verwendet wird, führt dies zu geringfügig unterschiedlichen Steifigkeiten der kon-
taktierenden Körper, es treten Kontaktschubspannungen auf, da die aufgestellte Forderung nach
gleichartiger Verformung von Walze und Halbraum durch die Diskretisierung nur unzureichend
abgebildet werden kann.
Abbildung 5.18 zeigt die Querschubspannungen, welche sich in demModell mit der bereits vorge-
stellten Modellierung einstellen. Es sind quer zur Rollrichtung nur sehr geringe Kontaktschubspan-
nungen zu verzeichnen, welche theoretisch ganz verschwinden müssten, da bei Kontaktpartnern
mit identischen Materialeigenschaften zwischen den kontaktierenden Punkten weder Relativver-
schiebungen noch Relativgeschwindigkeiten auftreten. Die Ursachen für die dennoch auftretenden
Querschubspannungen liegen darin, dass durch die Diskretisierung des Kontaktproblems lediglich
eine Approximation des Halbraumverhaltens erfolgt. Außerdem kann diese geringe Größe der auf-
tretenden Kontaktschubspannungen im Rahmen numerischer Ungenauigkeiten durchaus toleriert
werden.
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Abbildung 5.18: Stationäres Rollen – Kontaktschubspannungen τy (Querschub) für Kontaktkörper
mit gleichen Materialeigenschaften
5.3.2 Stationäres Rollen mit unterschiedlichen Materialeigenschaften der Kontaktpartner
Ebenso wie beim statischen Kontakt hat die Reibung in der Kontaktfläche beim Kontakt von Kör-
pern mit unterschiedlichen Materialeigenschaften auch beim Rollkontakt einen Einfluss auf die
Verteilung der Kontaktschubspannungen. In Anlehnung an die Beispiele für den statischen Kon-
takt von Körpern mit identischen (Abschnitt 5.2.1) und unterschiedlichen Materialeigenschaften
(5.2.2) beziehungsweise den Rollkontakt gleichartiger Kontaktpartner (Abschnitt 5.3.1) soll zum
Vergleich der Rollkontakt von Körpern mit voneinander abweichenden Materialeigenschaften un-
tersucht werden. Es wird dabei wieder das Modell nach Abbildung 5.1 verwendet, die verwendeten
Materialparameter entsprechen denen von Stahl und eines hochfesten Betons nach Tafel 5.1. Die
Oberflächen beider Kontaktpartner werden als rau angenommen, die Regularisierung der Kontakt-
bedingungen erfolgt mit Hilfe des Penalty-Verfahrens nach Gleichung 3.148 (vgl. Abschnitt 3.5.4).
Ferner wird durch die Wahl eines hohen Haftbeiwertes µ0 im gesamten Kontaktbereich Haften an-
genommen.
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In Abbildung 5.19 ist zunächst die Verteilung des Kontaktdrucks in der Kontaktzone sowohl für
den statischen Kontakt als auch den Rollkontakt von Kontaktpartnern mit identischen sowie unter-
schiedlichen Materialeigenschaften dargestellt. Es ist zu erkennen, das die maximal auftretenden
Kontaktdrücke bei dem statischen Kontakt und dem Rollkontakt kaum voneinander abweichen.
Diese Ergebnisse zeigen sehr gute Übereinstimmung mit den analytischen Vergleichslösungen
nach den Theorien von HERTZ (Anhang A.2) und BUFLER (Anhang A.6).
Entsprechend der BUFLERschen Theorie ist für die Paarung Rad (Stahl) auf weicherem Untergrund
(hochfester Beton) nach Gleichung A.46 ein maximaler Kontaktdruck von p0,B = 2277N/mm2 zu
erwarten, die Finite-Element-Berechnung liefert einen Wert von p0,FE = 2240 N/mm2 und somit
für den hier untersuchten Fall des ebenen Spannungszustandes eine gute Übereinstimmung. Die
Abweichungen zwischen analytischer und numerischer Lösung sind wieder in den bereits in Ab-
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Abbildung 5.19: Kontaktdruckverteilungen p für statischen Kontakt und Rollkontakt für Kontakt-
körper mit gleichen und unterschiedlichen Materialeigenschaften
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schnitt 5.2.1 dargestellten Ursachen, insbesondere der Einführung einer gedachten Kontaktschicht,
zu suchen.
Der Verlauf und die Größe der sich bei dem untersuchten Modell in Längsrichtung einstellenden
Tangentialkontaktspannungen τx sind in Abbildung 5.20 dargestellt. Es ist deutlich zu erkennen,
dass sich entsprechend der analytischen Vergleichslösung nach der Theorie von BUFLER auch beim
Rollkontakt zweier Körper zwischen diesen Kontaktschubspannungen zu verzeichnen sind, sobald
die Kontaktpartner unterschiedliche Materialeigenschaften aufweisen. Diese werden durch die sich
aufgrund der Abplattung und der unterschiedlichen elastischen Eigenschaften einstellenden Rela-
tivverschiebungen und Relativgeschwindigkeiten zweier kontaktierender Teilchen hervorgerufen.
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Abbildung 5.20: Kontaktschubspannungsverteilung τx für statischen Kontakt und Rollkontakt für
Kontaktkörper mit gleichen84und unterschiedlichen Materialeigenschaften
84Bei gleichen Materialeigenschaften der Kontaktpartner müssten die Kontaktschubspannungen theoretisch Null wer-
den, es sei an dieser Stelle auf die bezüglich Abbildung 5.17 getroffenen Aussagen verwiesen.
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Die BUFLERsche Theorie liefert für das untersuchte Beispiel eine maximale Kontaktschubspan-
nung von τx,max, anal. = ±210, 2N/mm2, die Finite-Element-Berechnung eine maximale Kontakt-
schubspannung von τx,max, FE = ±191, 5N/mm2. Durch die Wahl eines höheren Roll-Penalty-
Parameters, was allerdings die besprochenen numerischen Schwierigkeiten beinhaltet, oder die
Anwendung des Augmented LAGRANGE-Verfahrens ist eine Annäherung an die exakte Lösung
möglich.
In Abbildung 5.21, in welcher die Kontaktschubspannungen noch einmal zweidimensional für
y = 0 dargestellt sind, ist besonders deutlich zu erkennen, dass bei der stehenden Walze deutlich
höhere Maximalwerte der Kontaktschubspannungen auftreten als bei der rollendenWalze, bei wel-
cher außerdem ein nahezu linearer Verlauf der Tangentialspannungen zu verzeichnen ist.
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Abbildung 5.21: Kontaktschubspannungsverteilung τx für statischen Kontakt und Rollkontakt über
der Längsachse des Kontaktbereiches
Insgesamt kann aber festgehalten werden, dass im statischen Fall sowie beim Rollkontakt sowohl
bezüglich der auftretendenMaximalwerte als auch des sich einstellenden Verlaufes eine gute Über-
einstimmung zwischen analytischer und numerischer Lösung erzielt werden kann.
Betrachtet man die hier nicht dargestellten Kontaktschubspannungsverläufe quer zur Rollrichtung,
kann man feststellen, dass, wie schon beim Kontakt einer Walze mit einem Untergrund mit iden-
tischen Materialeigenschaften (τy, ident. = 1, 6N/mm2), auch beim Rollen von Kontaktpartnern
mit unterschiedlichen Materialeigenschaften (τy, ungl. = 25, 2N/mm2) diese im Vergleich zu den
Längskontaktschubspannungen deutlich kleiner sind (τy = 25, 2N/mm2  τx = 191, 5N/mm2
(vgl. Abbildung 5.20)). Aufgrund der unterschiedlichen elastischen Eigenschaften herrscht ein un-
terschiedliches Verformungsverhalten in Querrichtung vor und damit sind auch Kontaktschubspan-
nungen τy in Querrichtung zulässig.
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5.4 Das rollende Eisenbahnrad auf der elastischen Schiene
5.4.1 Geometrie und Finite-Element-Modell
In den vorangegangenen Abschnitten wurde die Wirksamkeit des erstellten Werkzeuges zur reali-
tätsnahen Beschreibung und numerischen Simulation der Phänomene beim Rollkontakt zwischen
Rad und Schiene anhand einer vereinfachten Rad-Schiene-Geometrie plausibel nachgewiesen. So
ist jetzt mit einem realitätsnahen Finite-Element-Modell das Kontaktverhalten zwischen den tat-
sächlich im praktischen Einsatz befindlichen Komponenten Eisenbahnrad und -schiene zu unter-
suchen.
Für die nachfolgenden Untersuchungen zum Rollkontakt wird daher das realistische Modell ei-
nes Eisenbahnrades und einer Schiene gewählt (vgl. Abbildung 1.1). Da die in der Kontaktzone
auftretenden Beanspruchungen die für die Beurteilung des Rad-Schiene-Systems maßgebenden
Parameter sind, werden die lokalen Beanspruchungen wesentlich von den geometrischen Verhält-
nissen in dem sich einstellenden Kontaktbereich abhängig sein. Daher ist besonderer Wert auf
eine detailgetreue Abbildung der realen Kontaktpartnergeometrie in der Modellbildung zu legen.
Hier wird der Kontakt des Eisenbahnrades mit der Eisenbahnschiene entkoppelt vom Gesamtsy-
stem Fahrzeug-Fahrweg betrachtet, eine entsprechende Einbindung erfolgt über das Aufbringen
von Randbedingungen und Belastungen.
Als Modell gewählt wird ein Rad mit dem Verschleißprofil nach der Norm DIN 557385. Es handelt
sich um eine Profilform, die unter Berücksichtigung von technologischen Herstellungsbedingun-
gen eine Vergleichmäßigung der Beanspruchungen ermöglicht und damit ein über die Lebensdauer
gleichmäßiges Beanspruchungsniveau gewährleistet. In Abbildung 5.22 ist noch einmal die Lauf-
flächengeometrie eines solchen Rades detailliert dargestellt. Die Krümmungsradien der Lauffläche
erfahren keine sprunghaften Änderungen. Das hier verwendete Rad nach DIN 5573 besitzt dabei
in der Messkreisebene einen planmäßigen Rollradius von 460mm, zwischen Rad und Schiene ist
mit einer Kontaktfläche der Größe 1 cm2 bis 2 cm2 zu rechnen.
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Abbildung 5.22: Geometrie der Lauffläche des Rades mit Verschleißprofil nach DIN 5573
Die Geometrie der Lauffläche eines Schienenprofils UIC60 nach DIN 5901 ist in Abbildung 5.23
detailliert angegeben. Sie kann im Wesentlichen durch drei Krümmungsradien beschrieben wer-
den, welche sich nahezu sprunghaft ändern. Der Einbau der Schiene erfolgt dabei mit einer Nei-
gung von 1 : 40 zur Gleisachse hin.
85Die Norm DIN 5573 ist mittlerweile der Europa-Norm DIN EN 1375 gleichgesetzt.
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Abbildung 5.23: Geometrie des Schienenkopfprofils UIC 60, Einbauneigung 1 : 40 zur Gleisachse
Abbildung 5.24 zeigt das Finite-Element-Netz für die beschriebenen Kontaktpartner, wie es für
diese Berechnungen verwendet wurde. Eine typische Vernetzung besteht bei einer Knotenanzahl
von 12052 aus 54389 Tetraederelementen mit linearen Ansatzfunktionen (vgl. Anhang B.1.1). Das
Rad wurde dabei auf dem vollständigen Umfang modelliert, für die Schiene wird ein dem mitt-
leren Schwellenabstand entsprechendes 60 cm langes Teilstück gewählt, dessen Enden in Schie-
nenlängsrichtung eine freie Oberfläche besitzen, womit eventuelle Flussterme (vgl. Abschnitt 4.3)
verschwinden. An ihrer Unterkante ist die Schiene in alle Richtungen unverschieblich gelagert,
ferner sind die Verschiebungen der Knoten der Radnabe in horizontaler Richtung (x, y) gesperrt,
um die starre Radachse des Radsatzes zu modellieren.
x
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Schiene UIC60
nach DIN 5901
Rad nach DIN 5573
x
z
Schnitt durch das
Finite-Element-Netz
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Abbildung 5.24: Typische Finite-Element-Diskretisierung für das Rad mit Verschleißprofil nach
DIN 5573 und die Schiene UIC60 nach DIN 5901
5.4 Das rollende Eisenbahnrad auf der elastischen Schiene 147
Die Diskretisierung wird im vermuteten Kontaktgebiet sehr stark konzentriert (Abbildung 5.25),
um die in diesem sehr kleinen Bereich auftretenden Phänomene hinreichend genau beschreiben
zu können. Die Definition der Kontaktzone erfolgt durch die Festlegung von Kontaktsegmenten
auf der Oberfläche der Volumenelemente (vgl. Abbildung 4.7). Aufgrund der in dieser Diskre-
tisierung verwendeten Tetraeder-Volumenelemente werden hier Dreiecks-Kontaktsegmente ein-
geführt. Es sind pro Körper 1536 Kontaktsegmente, die so vernetzte Fläche hat eine Größe von
jeweils ≈ 8 cm2.
Finite-Element-Diskretisierung
Vernetzung der Kontaktzone
12052 Knoten
54389 Tetraederelemente
pro K rper 1536 Kontaktsegmenteö
x
y
z
Abbildung 5.25: Verdichtung des Finite-Element-Netzes im vermuteten Kontaktgebiet
Mit einer derartigen Diskretisierung des Rad-Schiene-Systems werden Berechnungen für verschie-
dene Belastungs- und Kontaktkonstellationen durchgeführt, welche im Detail in den nachfolgen-
den Abschnitten besprochen werden. Die Materialeigenschaften des Rades und der Schiene wer-
den für alle Berechnungen mit ERad = ESchiene = 210000N/mm2 und νRad = νSchiene = 0, 3
modelliert und ein Haftbeiwert von µ0 = 0, 15 angenommen. Das Kontaktverhalten zwischen den
Oberflächen von Rad und Schiene wird durch einen Penalty-Parameter in Normalenrichtung von
αN = 10
5N/mm3 approximiert, in Tangentialrichtung gilt αT = 104N/mm3 und für den Roll-
Penalty-Parameter αR = 103Ns/mm2.
Den Berechnungen ist eine Fahrgeschwindigkeit von VRef = 200 km/h zugrunde gelegt, womit
sich aufgrund der mit dem Querversatz des Rades gegenüber der Schiene einhergehenden Verän-
derung der Rollradien (vgl. Abschnitt 5.4.3) abweichende Winkelgeschwindigkeiten ergeben.
5.4.2 Kontaktverhalten eines Rades nach DIN 5573 und einer Schiene UIC60
Mit der in Abschnitt 5.4.1 vorgestellten Finite-Element-Diskretisierung wurde zunächst eine Be-
rechnung durchgeführt, bei welcher der Initialkontaktpunkt als der Erst-Berührpunkt der Kontakt-
partner (vgl. Abschnitt 2.2.2) exakt in der Messkreisebene des Rades und der Symmetrieebene der
Schiene liegt. Diese Konfiguration wird als die „neutrale Kontaktsituation“ bezeichnet. Bei einer
Fahrgeschwindigkeit von VRef = 200 km/h wurde eine Radlast von Pz = 90 kN in 4 Lastschritten
aufgebracht, die gewählten Materialparameter sind in Abschnitt 5.4.1 angegeben.
In dieser „neutralen Kontaktsituation“ besitzt die Schiene in Längsrichtung einen unendlichen
Krümmungsradius, in Querrichtung ist dieser definitionsgemäß 300mm. Der Krümmungsra-
dius des Rades beträgt in Längsrichtung 460mm, in Querrichtung 583mm. Somit wird sich
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bei der Belastung von 90 kN nach der HERTZschen Theorie ein maximaler Kontaktdruck von
p0,H ≈ 940N/mm2 ergeben, die Ausdehnung der Kontaktzone wäre mit 2aH ≈ 15mm und
2bH ≈ 12mm gegeben.
In Abbildung 5.26 sind die sich aus der Finite-Element-Berechnung ergebenden Verteilungen für
den Kontaktdruck sowie die Kontaktschubspannungen in Schienenlängs- und -querrichtung darge-
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Abbildung 5.26: Kontaktspannungsverläufe bei „neutraler Kontaktsituation“ des Radsatzes
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stellt. Der maximale Kontaktdruck beträgt pFE = 725N/mm2 und liegt damit deutlich unter dem
Wert, wie er nach der HERTZschen Theorie zu erwarten gewesen wäre. Dass dies aber so sein muss,
ist offensichtlich, da die numerische Berechnung eine Ausdehnung des Kontaktgebietes in Schie-
nenquerrichtung von 2aFE = 20, 4mm und Schienenlängsrichtung von 2bFE = 10, 8mm liefert
und somit die gleiche Radlast von 90 kN in einer größeren Fläche übertragen wird. Die Kontakt-
fläche selbst ist zwar auch annähernd von elliptischer Form, es ist jedoch festzuhalten, dass zwei
Druckhochpunkte auftreten, auf deren Ursache in Abschnitt 5.4.3 im Detail eingegangen wird.
Eine Begründung für die von der analytischen Vergleichslösung abweichenden Werte für den ma-
ximalen Kontaktdruck und die Ausdehnung der Kontaktzone ist in der Tatsache zu sehen, dass
aufgrund der eingeführten Kontaktgesetze (Abschnitt 3.5.4) eine gewisse Rauigkeit in der Kon-
taktfläche angenommen wird. Die Kontaktsteifigkeit, welche das Kontaktverhalten approximiert,
basiert auf den Mikro-Rauigkeiten und ist meist kleiner als die Steifigkeit der Grundkörper, woraus
eine stärkere Verformbarkeit und damit eine größere Ausdehnung des Kontaktgebietes resultiert.
Die Hauptursache für Abweichungen liegt aber darin, dass bei der Finite-Element-Analyse geome-
trisch nicht-lineare Effekte einbezogen werden, womit die aus der Belastung resultierende lokale
Änderung der geometrischen Verhältnisse im initialen Kontaktpunkt erfasst wird und so die Ab-
plattung zu veränderten Krümmungsradien und zu einer vergrößerten Kontaktzone führt.
Die in Abbildung 5.26(b) dargestellten Umfangsschubspannungen in Schienenlängsrichtung wei-
sen den für die Tangentialrichtung des Kontakts typischen S-Schlag auf [ZASTRAU et al. 1999].
Sie sind vernachlässigbar klein, da es sich bei dem untersuchten Beispiel um freies Rollen von
Rad und Schiene mit identischen Materialparametern handelt und somit die Umfangsschubspan-
nungen ganz verschwinden müssten, ihr Auftreten ist auf die Diskretisierung des Kontaktproblems
zurückzuführen. Die Kontaktschubspannungen quer zur Schiene (Abbildung 5.26(c)) sind mit
τ = 44, 1N/mm2 erkennbar größer, jedoch noch eine Größenordnung kleiner als der Kontakt-
druck. Sie treten aufgrund der geometrischen Verhältnisse im Kontaktpunkt auf und verhindern,
dass das Rad seitlich von der Schiene abgleitet. Dabei tritt, wie zuvor bei einem Haftbeiwert von
µ0 = 0, 15 angenommen, im Kontaktgebiet vollständiges Haften ein, da beim freien Rollen eines
Rades auf einer Schiene mit gleichenMaterialeigenschaften keine Gleitvorgänge zu erwarten sind.
5.4.3 Parameterstudien zum seitlichen Versatz des Rades auf der Schiene
Im realen Eisenbahnverkehr wird das Rad nie, wie in Abschnitt 5.4.2 zunächst untersucht, auf der
Symmetrielinie der Schiene rollen. Vielmehr verschiebt sich die Messkreisebene des Rades gegen-
über der Schiene. Als Querverschiebung oder seitlicher Versatz wird dabei der horizontale Abstand
bezeichnet, den die Ursprünge der lokalen Koordinatensysteme von Rad und Schiene zueinander
haben. Im Nachfolgenden sollen daher numerische Parameterstudien für Kontaktkonstellationen
mit unterschiedlicher lateraler Verschiebung vorgestellt werden.
Die Berechnungen werden in Weiterentwicklung des Beispiels zur neutralen Kontaktsituation in
Abschnitt 5.4.2 mit einer Belastung von 90 kN bei einer Geschwindigkeit von VRef = 200 km/h
durchgeführt. Es wird dabei eine identische Finite-Element-Diskretisierung verwendet. Die Kon-
zentration des Finite-Element-Netzes im vermuteten Kontaktgebiet erfolgt wie bereits in Abbil-
dung 5.25 dargestellt. Aufgrund der fortlaufenden Änderung des Krümmungsradius der Radlauf-
fläche im Querschnitt (vgl. Abbildung 5.22) stellt sich bei einer Querverschiebung des Rades ge-
genüber der Symmetrieebene der Schiene ein wandernder Kontaktpunkt und damit eine ständig
veränderliche Kontaktgeometrie ein (vgl. Abbildung 5.27), wobei mit einem Auftreten von Kon-
taktspannungen in einem Bereich von y ≈ −25 · · · + 35mm zu rechnen ist [BERG 2000]. Ein
seitlicher Versatz führt dabei zu neuen initialen Kontaktpunkten und damit zu einer veränderten
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Abbildung 5.27: Verlagerung der Hauptkontaktpunkte bei der Querverschiebung des Radsatzes86
Lage und Geometrie des Kontaktgebietes. Die Krümmungsverhältnisse in den einzelnen Haupt-
kontaktpunkten87 ändern sich dabei ebenfalls, so dass sich bei identischer Belastung unter Annah-
me der Voraussetzungen der HERTZschen Theorie für die verschiedenen Kontaktsituationen von-
einander abweichende Kontaktspannungsverläufe und damit maximale Kontaktdruckspannungen
ergeben. Bei den geometrischen Verhältnissen, wie sie sich bei einem Querversatz von +1mm
und +5mm ergeben, können keine HERTZschen Vergleichslösungen angegeben werden, da die
lokalen Krümmungsradien der Radoberfläche kleiner als die der Schienenoberfläche sind.88 Die
sich aus der nicht-linearen Finite-Element-Analyse mit dem beschriebenen Berechnungsmodell
ergebenden Maximalwerte für den Kontaktdruck und die Kontaktschubspannungen sind für die
verschiedenen Kontaktkonstellationen in Tafel 5.6 zusammengestellt. Es kann zunächst festgehal-
ten werden, dass der maximale Kontaktdruck aus der numerischen Berechnung stets unter dem
nach HERTZ erwarteten Wert liegt, soweit sich dieser ermitteln lässt. In Tafel 5.6 sind ferner die
Vergleichsspannungen nach VON MISES zusammengestellt, welche einen Aufschluss über die Be-
anspruchungen im Inneren von Rad und Schiene geben können.
Querversatz Kontaktdruck Längsschub Querschub VON MISES-Sp. HERTZ
∆y max p max τx max τy σv max pH
[mm] [N/mm2] [N/mm2] [N/mm2] [N/mm2] [N/mm2]
-3,0 933 ± 2,0 +19,0 +588 ca. 1200
-1,0 879 ± 1,9 +23,5 +521 . . .
0 725 ± 1,3 +44,1 +423 ca. 900
1 540 ± 0,8 +47,4 +313 -
2 678 ± 1,2 +65,7 +385 ca. 1600
3 782 ± 1,5 +94,2 +488 . . .
4 770 ± 1,6 +87,5 +481 ca. 1300
5 643 ± 1,0 +109,8 +413 -
Tafel 5.6: Ergebnisse der Kontaktspannungsberechnung und Vergleichslösung nach HERTZ
86Vgl. die Darstellung der Geometrie des Lauffläche des Rades in Abbildung 5.22.
87Mit dem Begriff Hauptkontaktpunkt wird derjenige Punkt innerhalb der Kontaktfläche bezeichnet, an welchem
die maximalen Kontaktdruckspannungen auftreten. Im Gegensatz dazu beschreibt der Begriff Initialkontaktpunkt den
Erst-Berührpunkt der Kontaktpartner.
88Zur Ermittlung der lokalen Krümmungsverhältnisse wurde ein Programmmodul, entwickelt von der Firma Arge-
Care, verwendet. Es sei an dieser Stelle Herrn Dr. Walter Kik für sein freundliches Entgegenkommen und die Bereit-
stellung des Moduls sehr herzlich gedankt.
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Mit Hilfe der nicht-linearen Finite-Element-Analyse lassen sich die Verteilung des Kontaktdrucks
sowie die Umfangs- und Querschubspannungen für die unterschiedlichen Kontaktkonstellationen
ermitteln, wie sie beispielhaft in den Abbildungen 5.28 und 5.29 für die „extremalen“ Querver-
schiebungen von ∆y = −3mm und ∆y = +5mm dargestellt sind. Die umfassende Darstellung
der Ergebnisse für weitere Kontaktkonstellationen erfolgt in Anhang C.1.
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Abbildung 5.28: Kontaktspannungsverläufe bei einer Querverschiebung des Radsatzes gegenüber
der Schiene von ∆y = −3mm
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Abbildung 5.29: Kontaktspannungsverläufe bei einer Querverschiebung des Radsatzes gegenüber
der Schiene von ∆y = +5mm
Es ist zu erkennen, dass diese Verteilungen sehr stark von den nach der HERTZschen Theorie zu
erwartenden Kontaktflächen abweichen, eine Tatsache, welche anhand von Abbildung 5.30 noch
deutlicher wird. Mit dem seitlichen Versatz des Rades gegenüber der Symmetrielinie der Schie-
ne wandert mit dem initialen Kontaktpunkt auch die sich einstellende Kontaktfläche. Sie weicht
für die meisten Konstellationen erkennbar von der elliptischen Form der HERTZschen Kontaktflä-
5.4 Das rollende Eisenbahnrad auf der elastischen Schiene 153

y
m
m
=
-3

y
m
m
=
4

y
m
m
=
3

y
m
m
=
2

y
m
m
=
1

y
m
m
=
0

y
m
m
=
-1
S
y
m
m
et
ri
el
in
ie
pNmm [/]
210
00
xy
z
R
13
R300
R80
p
N
m
m
m
ax
=
87
9
/
2
p
N
m
m
m
a
x
=
9
33
/
2
p
N
m
m
m
ax
=
72
5
/
2
p
N
m
m
m
ax
=
54
0
/
2
p
N
m
m
m
ax
=
67
8
/
2
p
N
m
m
m
a
x
=
78
2
/
2
p
N
m
m
m
ax
=
77
0
/
2
p
N
m
m
m
ax
=
64
3
/
2
0

y
m
m
=
5
Abbildung 5.30: Veränderung der Kontaktgebiete bei Querverschiebung des Radsatzes
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che ab. Dabei besitzen diese Flächen quer zur Rollrichtung stets eine größere Ausdehnung als in
Schienenlängsrichtung, in allen Fällen kommt es ferner zu einer Vergrößerung der Kontaktfläche
gegenüber der korrespondierenden HERTZschen Kontaktellipse. Bei einem lateralen Versatz von
∆y = +5mm wandert die Kontaktfläche sogar in den Bereich der Schienenkopfabrundung.
Insgesamt kann festgehalten werden, dass sich für alle Kontaktkonstellationen bei einer Berech-
nung mittels der nicht-linearen Finite-Element-Methode Kontaktflächen ergeben, welche sich in
Größe und Form deutlich von den Kontaktellipsen nach HERTZ unterscheiden. Dies führt zu Ma-
ximalwerten des Kontaktdrucks, die deutlich geringer sind als der maximale HERTZsche Kontakt-
druck für die jeweilige Konstellation. Die Begründung dafür ist in den bereits in Abschnitt 5.4.2
dargestellten Ursachen zu suchen: durch die Finite-Element-Analyse werden im Gegensatz zur
HERTZschen Theorie auch nicht-lineare geometrische Effekte einbezogen und damit die Verände-
rung der Krümmungen in der Kontaktfläche während des Belastungsprozesses berücksichtigt.
Anhand von Abbildung 5.30 kann ferner festgestellt werden, dass es bei Querverschiebungen zwi-
schen−1mm und+2mm zu einer Umlagerung der Hauptkontaktpunkte (der Punkte des maxima-
len Kontaktdrucks) kommt, weil in diesem Bereich eine Änderung der Krümmung im Bereich der
Schiene erfolgt (vgl. Abbildung 5.23). Auch bei einer Querverschiebung von +5mm existieren
wieder zwei Hochpunkte in der Kontaktdruckverteilung, so dass in diesem Bereich wiederum mit
einer solchen Umlagerung zu rechnen ist. Insgesamt kann festgehalten werden, dass die ermittelten
Ergebnisse gute Übereinstimmung mit denen mit Hilfe anderer Verfahren berechneter Kontaktbe-
anspruchungen, beispielsweise der Streifenmethode nach LE THE [LETHE 1987], zeigen.
Bei allen untersuchten Kontaktsituationen weisen die Umfangsschubspannungen in Schienen-
längsrichtung den für die Tangentialrichtung des Kontakts typischen S-Schlag auf. Sie sind ver-
nachlässigbar klein, da es sich, wie schon in dem in Abschnitt 5.4.2 untersuchten Beispiel, um
freies Rollen von Rad und Schiene mit identischen Materialparametern handelt und somit die Um-
fangsschubspannungen ganz verschwinden müssten.
Auch hier sind die Kontaktschubspannungen quer zur Schiene wesentlich größer. Ihr Auftreten
ist wiederum darauf zurückzuführen, dass sie das Rad vom seitlichen Abgleiten von der Schiene
abhalten. Die Querschubspannungen sind dabei um so größer, je größer der seitliche Versatz des
Rades gegenüber der Schiene ist. Je weiter der initiale Kontaktpunkt des Rades mit der Schie-
ne in der Nähe der Schienenkopfabrundung liegt, um so größere Kräfte sind erforderlich, um ein
seitliches Abgleiten des Rades von der Schiene zu verhindern. Dabei tritt im Kontaktgebiet voll-
ständiges Haften auf, da aufgrund der identischen Materialeigenschaften von Rad und Schiene
beim freien Rollen kein Gleiten zu erwarten ist.
5.4.4 Schräglauf des Rades auf der Schiene
Aufgrund der geometrischen Verhältnisse im Kontaktpunkt zwischen Rad und Schiene kommt es
bei einer außermittigen Stellung des starren Radsatzes in Bezug auf die Schiene zu unterschiedli-
chen Rollradien von linkem und rechtem Rad eines Radsatzes (vgl. Abbildung 2.6). Das Rad mit
dem größeren Rollradius ist infolge der starren Kopplung der beiden Räder bestrebt, sich schnel-
ler zu bewegen, was zur Folge hat, dass der Radsatz eine sinusförmige Bewegung in Rollrichtung
durchführen möchte. Dies wird als Sinuslauf bezeichnet und ausführlich in Anhang A.7 bespro-
chen. Dieser sinusförmigen Bewegung wird aufgrund der Dämpfungseigenschaften im System
ständig Energie entzogen, so dass ein in eine außermittige Lage geratener Radsatz in der Lage ist,
sich selbst zu zentrieren, ohne dass es zum Anlaufen des Spurkranzes kommt.
Bei dieser sinusförmigen Längsbewegung kommt es zu einer Verdrehung des Radsatzes gegenüber
der Schiene. Es kann gezeigt werden, dass beispielsweise bei einer lateralen Verschiebung des
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Radsatzes gegenüber der Schiene von ∆y = +6mm der maximale Schräglaufwinkel gegenüber
der neutralen Position aufgrund der Rollradiendifferenz etwa 0, 25◦ beträgt [BERG 2000]. Da aber
auch weitere äußere Einflüsse einen Schräglauf des Rades verursachen können, sollen hier auch
größere Schräglaufwinkel untersucht werden.
In Rahmen dieser Arbeit soll anhand ausgewählter Kontaktkonstellation die Veränderung der Kon-
taktspannungsverteilungen bei Verdrehung des Radsatzes gegenüber der Schiene näher betrachtet
werden. In Anlehnung an die in Abschnitt 5.4.2 und 5.4.3 untersuchten Beispiele wird für die
ausgesuchte Situation des seitlichen Versatzes des Rades von ∆y = +4mm eine Variation des
Schräglaufwinkels zwischen −1, 5◦ und +1, 5◦ für ausgewählte Werte vorgenommen.
Diese spezielle Kontaktsituation wurde ausgewählt, da sich bei dieser beim „Geradeauslauf“ ein
Kontaktbereich von fast elliptischer Form eingestellt hatte (vgl. Abbildung C.5), was darauf hin-
weist, dass sowohl auf dem Rad als auch auf der Schiene im gesamten Kontaktbereich die Voraus-
setzungen der HERTZschen Theorie (vgl. Abschnitt 2.2.3) nahezu erfüllt sind. Die Kontaktdruck-
verteilung weist lediglich eine leichte Neigung zur Gleismitte hin auf (vgl. Abbildung C.5(a)).
Die Geometrie von Rad und Schiene (vgl. Abbildung 5.22 und 5.23) sowie die zugehörige Finite-
Element-Diskretisierung (vgl. Abbildung 5.24) entsprechen dem in Abschnitt 5.4.1 vorgestellten
Profil. Es wird mit einer Radlast von 90 kN bei einer Geschwindigkeit von 200 km/h beaufschlagt,
die Belastung wird in vier gleichen Lastschritten aufgebracht.
Die vollständige Darstellung des Kontaktdrucks, der Umfangsschubspannungen sowie der Quer-
schubspannungen für alle untersuchten Verdrehungen des Rades beziehungsweise des Radsatzes
gegenüber der Schiene erfolgt in Anhang C.2. In Abbildung 5.31 sind die „Kontaktflecken“, wel-
che die Ausdehnung der Kontaktfläche angeben, abgebildet. Die farbliche Gestalt dieser Kontakt-
flecken spiegelt dabei die Größe der jeweils auftretenden Kontaktnormalspannungen (des Kontakt-
drucks) wider. Es ist deutlich zu erkennen, dass zum einen die Verdrehung des Rades gegenüber
der Schiene aufgrund der sich ändernden geometrischen Verhältnisse im initialen Kontaktpunkt
eine Verzerrung der Kontaktfläche in die momentane Rollrichtung nach sich zieht.
Interessant ist ferner, dass bei einem positiven Schräglaufwinkel gegenüber der Schiene sich der
auftretende maximale Kontaktdruck kaum ändert, bei zunehmend negativem Schräglaufwinkel
aber eine merkliche Zunahme der maximalen Kontaktnormalspannung zu verzeichnen ist. Es ist
daher anzunehmen, dass sich bei einer negativen Verdrehung des Rades die geometrischen Ver-
hältnisse in den initialen Kontaktpunkten bzw. den Hauptkontaktpunkten89, auch wegen der Ein-
bauneigung der Schiene von 1:40, stärker ändern.
Betrachtet man den Verlauf der Kontaktdruckverteilung innerhalb der Kontaktfläche (vgl. An-
hang C.2), so fällt auf, dass sich die Bauchigkeit des Druckhügels bei einem negativen Schräglauf-
winkel ändert und die Verteilung fast pyramidenförmig wird, bei einem positiven Schräglaufwinkel
hingegen kaum eine Änderung auftritt. Die Umfangsschubspannungen in Schienenlängsrichtung
sind bei allen Schräglaufwinkeln vernachlässigbar klein, ändern aber bei größeren Schräglauf-
winkeln das Vorzeichen und den Verlauf. Es ist anzunehmen, dass die aufgrund des nicht mehr
in Rollrichtung des Rades orientierten Koordinatensystems der Schiene und der sich ändernden
geometrischen Verhältnisse im initialen Kontaktpunkt der Fall ist.
Die Verteilung der Querschubspannungen ist bei allen untersuchten Winkeln nahezu gleich, sie
sind etwa eine Größenordnung kleiner als der Kontaktdruck. Das Auftreten der Querschubspan-
nungen ist auf die geometrischen Verhältnisse im Kontaktpunkt zurückzuführen, sie verhindern
89Zur Unterscheidung der Begriffe vgl. Fußnote 87.
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Abbildung 5.31: Veränderung der Kontaktdruckverteilung bei Verdrehung des Radsatzes gegen-
über der Schiene bei einer Querverschiebung um ∆y = 4mm
5.4 Das rollende Eisenbahnrad auf der elastischen Schiene 157
ein seitliches Abgleiten des Rades von der Schiene. Somit hat auch bei verschiedenen Schrägl-
aufwinkeln die Geometrie von Rad und Schiene im Kontaktpunkt einen großen Einfluss auf die
auftretenden Kontaktspannungen.
5.4.5 Der Einfluss von Profilirregularitäten auf die Kontaktspannungsverteilung
Es soll in diesem Abschnitt gezeigt werden, wie sich bei fortschreitendem Verschleiß aufgrund der
sich einstellenden Profilirregularitäten Veränderungen im Beanspruchungszustand zwischen Rad
und Schiene einstellen. Der Verschleiß selbst wird insbesondere durch plastische Formänderungen
verursacht. Dies geschieht beispielsweise durch die Überschreitung der Fließgrenze des Stahls,
wenn ein verschlissenes beziehungsweise polygonalisiertes Rad beim Rollen auf der Schiene harte
Stöße verursacht, was mit einer dynamischen Lasteintragung gleichgesetzt werden kann. Ursache
für den Verschleiß kann im Rahmen der Betriebsfestigkeit auch die Überschreitung einer zulässi-
gen Lastwechselzahl sein, was besonders bei Eisenbahnstrecken mit einem hohen Schwerlastan-
teil auftritt. Es können dabei Spannungskollektive erreicht werden, welche das Material schneller
ermüden lassen und somit zu plastischen Verformungen führen können. Dabei entsteht auf der
Schiene eine Verschleißspur, welche kontinuierlich über den gesamten Kontaktbereich und somit
möglicherweise über einen längeren Bereich der Schiene reicht. Die Größe und Form der Ver-
schleißspur ist dabei von zahlreichen Einflussparametern abhängig, dies können beispielsweise
das Alter der Schiene, die Anzahl der Achsüberfahrten, die Temperatur, eine Verschmutzung der
Schiene oder auch das (verschlissene) Profil des überfahrenden Rades sein.
Im Rahmen dieser Arbeit sollen anhand einer typischen Kontaktsituation zwei verschlissene Profile
untersucht werden. Gewählt wird in Anlehnung an die in Abschnitt 5.4.3 untersuchten Profile das
Beispiel eines seitlichen Versatzes des Rades gegenüber der Schiene von ∆y = +4mm bei einer
Radlast von 90 kN , da sich in dieser Kontaktkonstellation ein Kontaktbereich von fast elliptischer
Form einstellt (vgl. Abbildung C.5), was darauf hinweist, dass sowohl auf dem Rad als auch auf
der Schiene im gesamten Kontaktbereich die Voraussetzungen der HERTZschen Theorie (vgl. Ab-
schnitt 2.2.3) nahezu erfüllt sind. Es ist lediglich eine leichte Neigung der Kontaktdruckverteilung
zur Schienenmitte hin feststellbar (Abbildung C.5(a)).
Ausgehend von diesem „idealen“ Profil wurden zwei Modelle erzeugt, welche eine Verschleiß-
spur mit einer Tiefe von 50µm besitzen, eine Tiefe, welche bei realen Schienen durchaus zu
verzeichnen ist [BAUMANN et al. 1996, BERG 2000]. Damit ergeben sich die in Abbildung 5.32
dargestellten Modellierungen, welche durch Absenkung von Knotenreihen im Modell der idealen
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Abbildung 5.32: Profilausschnitte aus Rad und Schiene – überhöhte Darstellung
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Schiene erzeugt wurden. Für das Profil der schmalen Verschleißspur (Abbildung 5.32(b)) wird da-
bei eine Knotenreihe (bei y = +16mm), für das der breiten Verschleißspur (Abbildung 5.32(c))
werden drei Knotenreihen abgesenkt. Die Darstellung erfolgt dabei sehr stark überhöht, um die
Verschleißspur sichtbar zu machen.
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Abbildung 5.33: Kontaktdruckverteilung bei der Querverschiebung des Radsatzes um +4mm bei
verschiedenen Profilirregularitäten
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Die sich einstellenden Kontaktdruckverteilungen sind in Abbildung 5.33 dargestellt, für die Ver-
teilungen der Umfangs- und Querschubspannungen sei auf Anhang C.3 verwiesen. Es kann fest-
gestellt werden, dass es mit zunehmend verschlissenem Schienenprofil zu einer Umverteilung des
Kontaktdrucks kommt. Es ist aufgrund der sich ändernden Krümmungsradien eine Aufweitung des
Kontaktgebietes und damit ein Absinken der maximalen auftretenden Kontaktdruckspannungen
zu verzeichnen, wobei zwei Hochpunkte auftreten, welche sich zu zwei gleichwertigen Druckgip-
feln hin entwickeln. Dabei ist zu vermuten, dass bei weiterem Verschleiß eine Vergleichmäßigung
des Kontaktdrucks erfolgt und damit ein neues Profil entsteht, welches in seiner Geometrie dem
Ausgangsprofil mit einem vergleichmäßigten Beanspruchungszustand entspricht. Diese Tatsache
haben sich die Hersteller von Rädern und Schienen bereits zunutze gemacht, indem sie eine ge-
sonderte Profilform entwarfen, um mit dieser ein über die Lebensdauer gleichmäßiges Beanspru-
chungsniveau zu gewährleisten (vgl. auch Abschnitt 5.4.1).
Zur materialwissenschaftlichen Beurteilung und Veranschaulichung der im Inneren der kon-
taktierenden Körper auftretenden Beanspruchungen sind in Abbildung 5.34 die VON MISES-
Vergleichsspannungen in der unmittelbaren Umgebung der initialen Kontaktpunkte angegeben.
Es ist deutlich zu erkennen, dass die Form des Verschleißprofils einen deutlichen Einfluss auf den
im Inneren auftretenden Beanspruchungszustand hat.
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Abbildung 5.34: Verteilung der VON MISES-Vergleichsspannungen in der unmittelbaren Umge-
bung des Kontaktgebietes bei verschiedenen Profilirregularitäten
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Während bei dem idealen Schienenprofil bei einem seitlichen Versatz von ∆y = +4mm im Ma-
terial ein sehr gleichmäßiger Vergleichsspannungszustand mit einem nicht direkt an der Oberflä-
che auftretenden Maximalwert herrscht (vgl. Abbildung 5.34(a)), führen die bei den verschlis-
senen Schienenprofilen auftretenden geringeren Maximal-Kontaktdruckwerte zu einem Absinken
der maximalen Vergleichsspannungen, wobei die höheren Kontaktschubspannungen (vgl. C.3) kei-
nen starken Einfluss auf den Spannungszustand im Inneren der Kontaktpartner haben. Es ist aber
zu erkennen, dass die Orte des Auftreten der maximalen Vergleichsspannungen in die Richtung
der Oberfläche der Körper wandern.
Insgesamt kann festgehalten werden, dass es mit Hilfe der implementierten Algorithmen möglich
ist, auch die sich mit zunehmendem Verschleiß und damit verändernder Geometrie einstellenden
Beanspruchungen in der Kontaktfläche und im Inneren des Materials abzubilden.
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6.1 Zusammenfassung
Das Ziel der vorliegenden Arbeit war die Bereitstellung eines geeigneten Simulationswerkzeu-
ges für die numerische Untersuchung der beim Rollkontakt auftretenden Phänomene. Das primäre
Anwendungsgebiet ist dabei das Eisenbahnwesen und damit der Rollkontakt zwischen Eisenbahn-
rad und -schiene. Die Erfordernis dazu liegt in dem wirtschaftlich begründeten Interesse, vertiefte
Kenntnis über die auftretenden Phänomene zu erlangen, um daraus Schlussfolgerungen für die
Optimierung der Systemkomponenten hinsichtlich ihrer Dauerhaftigkeit, speziell des Verschleiß-
verhaltens, ziehen zu können. Diese Anforderung stellt sich besonders durch die sich offen ab-
zeichnenden Trends zu größeren Achslasten und zu höheren Traktionskräften, welche mit größe-
ren Fahrgeschwindigkeiten und wachsenden Brems- und Antriebsbeschleunigungen einhergehen.
Damit erfährt das nur etwa 2 cm2 große Kontaktgebiet zwischen Rad und Schiene höhere Bean-
spruchungen als bislang. In der Konsequenz ist es erforderlich, die zwischen den Systemkompo-
nenten Rad und Schiene auftretenden Beanspruchungen genauer als bislang möglich ermitteln zu
können.
Im wissenschaftlichen Sinne lag somit das Hauptaugenmerk dieser Arbeit auf der kontinuumsme-
chanisch basierten Formulierung des Rollkontaktproblems zweier Körper sowie der numerischen
Lösung dieses Problems mit Hilfe der Finite-Element-Methode.
Eine fundierte Aussage über die Wechselwirkungen zwischen Fahrwerk und Fahrweg erfordert die
genaue Kenntnis der Prozesse in der Kontaktzone einschließlich der auftretenden Haft- und Gleit-
phänomene. Notwendig ist dafür insbesondere eine korrekte Beschreibung der Kräfte im Kontakt-
bereich von Rad und Schiene. Somit waren wichtige Teilaspekte dieser Arbeit die Bestimmung der
Kontaktgeometrie, die Berücksichtigung der kinematischen Besonderheiten beim Kontakt von Rad
und Schiene sowie die Ermittlung der Kontaktkräfte. Da für zahlreiche der auftretenden Phänome-
ne keine analytische Betrachtung möglich ist, waren dazu numerische Verfahren anzuwenden.
Die Besonderheit einer numerischen Betrachtung besteht in der durchzuführenden Diskretisierung
der untersuchten Strukturen. Beim Rollen eines Rades ergibt sich jedoch die Problemstellung, dass
sich mit der Rotation des einen Kontaktpartners die Umgebung, in welcher Kontakt zu erwarten
ist, ständig ändert und damit auch das Gebiet der notwendigen lokalen Konzentration der Diskreti-
sierung. Es sind somit im Allgemeinen bei der Untersuchung von Rollkontakt in geeigneter Weise
zwei unterschiedliche Problemstellungen zu berücksichtigen: die lokal auftretende Kontaktmecha-
nik und die globale Strukturmechanik der Kontaktpartner.
Es wurde daher in dieser Arbeit eine relativkinematische Betrachtungsweise im Rahmen einer
dreidimensionalen Kontinuumsbeschreibung angewendet, welche es ermöglicht, die Starrkörper-
bewegung des rollenden Rades von der lokalen Verformung zu separieren und somit eine von
der Rollgeschwindigkeit unabhängige Diskretisierung zu verwenden. Durch die Einführung einer
Zwischenkonfiguration wurde die Gesamtbewegung im Rahmen dieser Arbitrary-LAGRANGian-
EULERian (ALE)-Betrachtungsweise in eine in EULERschen Koordinaten beschriebene Starrkör-
perbewegung und eine in LAGRANGEschen Koordinaten formulierte Verformung in Bezug auf die
Referenzkonfiguration zerlegt. Damit setzt sich beispielsweise die Geschwindigkeit eines materiel-
len Teilchens in der relativkinematischen Basis aus einer Relativgeschwindigkeit in Bezug auf die
Referenzkonfiguration und der konvektiven Geschwindigkeit der Starrkörperrotation zusammen.
Auf dieser Basis ließ sich der materielle Deformationsgradient in einen relativen Deformationsgra-
dienten und den Deformationsgradienten der Starrkörperbewegung zerlegen und auf dieser Grund-
lage die Deformations- und Verzerrungstensoren für die Beschreibung des Verformungszustandes
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herleiten. Entsprechend wurden in jeder der Bezugskonfigurationen die Spannungsvektoren und
-tensoren als Maß für die Beanspruchung aufgestellt.
Die mechanischen Bilanzgleichungen wie die Massen-, die Impuls-, die Drehimpuls- und die Ener-
giebilanz waren in der ALE-Referenzkonfiguration zu formulieren. Im Rahmen dieser Arbeit wur-
de das Materialverhalten der kontaktierenden Körper als isotrop und linear-elastisch angenom-
men, so dass die auf der Freien HELMHOLTZschen Energie basierende Beziehung zwischen dem
Zweiten PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor und den GREENschen Verzerrungen unabhängig
von der speziellen Bezugskonfiguration und dem gewählten Koordinatensystem ist. Die physikali-
sche Einbindung der Körper in die Umgebung erfolgte über NEUMANNsche und DIRICHLETsche
Randbedingungen. Auf dieser Basis wurde die Bewegungsgleichung der Elastomechanik hergelei-
tet, welche sich jedoch einer analytischen Lösung verschließt. Somit wurde sie in ihrer schwachen
Form im integralen Mittel formuliert, was mit der Anwendung des Prinzips der virtuellen Ver-
schiebungen für die numerische Lösung einhergeht.
Die numerische Behandlung von Kontaktproblemen erfordert neben der Beschreibung der Geo-
metrie zunächst das Auffinden der kontaktierenden Punkte. Im Rahmen dieser Arbeit wurden als
Oberflächen idealisierte rechnerische Bezugsflächen der Rauigkeit angenommen, aus welchen sich
ein Grenzwert vorgeben lässt, ab welchem Kontakt detektiert wird. Der kinematische Zusammen-
hang zwischen zwei Punkten ist nach Freischneiden und damit Sichtbarmachung der Kontaktkräfte
möglich. Auf der Oberfläche einer der beiden Körper wurde auf der potentiellen Kontaktfläche eine
Parametrisierung in der aktuellen Konfiguration eingeführt, womit sich die Geometrie beschreiben
lässt. Damit konnte die virtuelle Arbeit der Kontaktkräfte und deren Beitrag in der Bewegungs-
gleichung ermittelt werden.
Die Normalkontaktbedingung wurde hier in klassischer Weise durch das geometrische Durchdrin-
gungsverbot und die Forderung nach ausschließlichem Auftreten von Druckspannungen in der
Kontaktfläche charakterisiert. Die exakte Erfüllung der Kontaktbedingungen ist numerisch inef-
fizient, weshalb das Kontaktverhalten mittels des Penalty-Verfahrens approximiert wurde, wel-
ches physikalisch als linear-elastisches Stoffgesetz für den Kontakt interpretiert werden kann. Die
Tangentialkontaktbedingungen wurden auf der Grundlage der Haftbedingung und eines Reibge-
setzes formuliert, wobei aufgrund der für die Untersuchung von Rollkontakt verwendeten ALE-
Betrachtungsweise die Geschichte eines materiellen Teilchens nicht verfolgt wird und somit die
tangentialen Relativverschiebungen nicht bekannt sind. Daher wurden sämtliche Tangentialkon-
taktbedingungen in Abhängigkeit von den auftretenden Schlupfgeschwindigkeiten formuliert, die
Regularisierung der Zwangsbedingungen erfolgte wiederum mit Hilfe des Penalty-Verfahrens. Die
Unterscheidung zwischen Haften und Gleiten für die Untersuchung statischer Kontaktprobleme
basiert auf der Anwendung eines Radial-Return-Mapping-Algorithmus.
Für die rechentechnische Umsetzung war die inkrementelle Formulierung der Bewegung und der
Bewegungsgleichung des elastischen Kontinuums erforderlich, es wurde eine kontinuumsmecha-
nisch konsistente Linearisierung der Gleichungen unter besonderer Beachtung der Trägheits- und
Kontaktterme durchgeführt, wobei für die Unterscheidung von Haften und Gleiten beim Tangen-
tialkontakt spezielle Algorithmen entwickelt wurden. Darauf aufbauend konnte die diskrete Be-
schreibung der Differentialgleichungen erfolgen und die Grundlage für die iterative Lösung des
entstehenden Finite-Element-Gleichungssystems mit Hilfe des NEWTON-RAPHSON-Verfahrens
gelegt werden.
Die Umsetzung in die Finite-Element-Methode erfolgte durch Implementierung der entwickelten
Algorithmen in das am Institut für Mechanik und Flächentragwerke der TU Dresden vorhandene
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Programmpaket ROLLKO, welches auf dem Originalquelltext des Programmpakets FEABL ba-
siert. Innerhalb des Programms erfolgt die Lösung der nicht-linearen Bewegungsgleichung durch
inkrementelle Steigerung der Last mit eingeschlossener impliziter Gleichgewichtsiteration. Be-
sondere Bedeutung kommt innerhalb des Programms den Routinen zur Einbindung der ALE-
Trägheitsterme sowie der Kontaktterme zu. Der Kontaktalgorithmus selbst gliedert sich in zwei
Hauptabschnitte: die Kontaktdetektion und den Kontakteinbau in das Finite-Element-Gleichungs-
system. Für die Kontaktdetektion werden im vermuteten Kontaktgebiet auf den Oberflächen der
Volumenelemente zweidimensionale Kontaktsegmente definiert und deren Abstand zum potenti-
ellen Kontaktpartner überprüft, während des Kontakteinbaus erfolgt die Ermittlung der tangentia-
len Kontaktsteifigkeitsmatrix und der Kontaktknotenkräfte unter Berücksichtigung der Haft-Gleit-
Unterscheidung. Auf globaler Ebene erfolgt abschließend die Assemblierung des Gesamt-Finite-
Element-Gleichungssystems, dessen Lösung den aktuellen Verformungs- und Beanspruchungszu-
stand der untersuchten Körper beim Rollkontakt liefert und Aussagen über die in der Kontaktfläche
zu übertragenden Kräfte zulässt.
Anhand der ausgewählten numerischen Beispiele konnte die allgemeine Funktionsfähigkeit der
entwickelten und implementierten Algorithmen demonstriert werden. Ausgehend vom Beispiel
zum statischen Normalkontakt einer Walze auf einer Ebene nach HERTZ wurde gezeigt, dass so-
wohl für last- als auch verschiebungsgesteuerte Berechnungen eine gute Abbildung des realen
Kontaktverhaltens im Vergleich zu bekannten Lösungen erzielt wird und mit Hilfe des Augmented
LAGRANGE-Verfahrens sogar eine Verbesserung der Ergebnisse bezogen auf die bekannten Lösun-
gen möglich ist. In Erweiterung der HERTZschen Theorie wurde das Auftreten von Tangentialspan-
nungen beim reinen Normalkontakt zwischen den Kontaktpartnern zugelassen, was insbesondere
bei Körpern mit unterschiedlichen Materialeigenschaften von Bedeutung ist. Die implementierten
Algorithmen zur Haft-Gleit-Unterscheidung lieferten für unterschiedliche Haftbeiwerte eine sehr
gute Abbildung des Tangentialspannungszustandes und der Unterteilung des Kontaktgebietes in
Haft- und Gleitzone. Ebenso zeigen die Ergebnisse aus dem im Rahmen dieser Arbeit verwende-
ten Programmpaket für den stationären Rollkontakt einer Walze auf einer Ebene eine sehr gute
Übereinstimmung mit den zur Verfügung stehenden analytischen Vergleichslösungen.
Abschließend wurde der Kontakt eines realen rollenden Eisenbahnrades auf einer elastischen
Schiene untersucht. Es konnte für ausgewählte Kontaktsituationen mit seitlichem Versatz des Ra-
des gegenüber der Symmetrielinie der Schiene im Grundriss und eines auf der Schiene verdrehten
Rades sowie bei unterschiedlichen Verschleißprofilen gezeigt werden, wie sich die Kontaktzone
und die Verteilung der Kontaktspannungen und damit der Beanspruchungszustand im Kontaktge-
biet verändern.
Somit steht ein Simulationswerkzeug zur Verfügung, welches im Rahmen einer vollständig geome-
trisch nicht-linearen Betrachtung in der Lage ist, den stationären Rollkontakt und die in der Kon-
taktzone auftretenden Beanspruchungen und Phänomene zu beschreiben und damit die Grundlage
für die materialwissenschaftliche Beurteilung der Ergebnisse ist.
6.2 Ausblick
Mit den in dieser Arbeit vorgestellten Methoden und Algorithmen steht für die numerische Unter-
suchung von Rollkontakt mittels der Finite-Element-Methode ein geeignetes Simulationswerkzeug
zur Verfügung, welches aber dennoch der Weiterentwicklung bedarf. Da es sich bei dem Rollkon-
takt eines Eisenbahnrades mit einer elastischen Schiene um eine äußerst komplexe Fragestellung
handelt, waren im Rahmen dieser Arbeit bezüglich der zu betrachtenden Phänomene maßgeb-
liche Einschränkungen und vereinfachende Annahmen erforderlich, zu deren Umgehung sich die
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Aufgabe zur fortgesetzten Bearbeitung ergibt. Eine Auswahl der notwendigen und möglichen Auf-
gabenschwerpunkte sei im Folgenden angegeben.
Ein wesentlicher Ansatzpunkt für die Erweiterung der in dieser Arbeit betrachteten Problemstel-
lungen ist die Ergänzung des Programmes hinsichtlich der Untersuchung von instationären, al-
so zeitlich veränderlichen, Rollvorgängen. Dafür ist zunächst eine Klassifizierung der möglichen
Anregungsmechanismen erforderlich. Beim Überrollen kurzwelliger Profilirregularitäten sind un-
mittelbare dynamische Reaktionen im Kontaktbereich zu erwarten, weshalb die Kontaktformu-
lierung in der ALE-Betrachtungsweise insbesondere hinsichtlich der Einlaufbedingung und der
Haftbedingung zur Formulierung der Tangentialkontaktbedingungen zu erweitern ist. Die schwa-
che Formulierung der Bewegungsgleichung für transiente Rollvorgänge erfolgt auf der Grundlage
des Prinzips von D’ALEMBERT90, wobei abgesehen von den Kontakttermen sich lediglich der
Trägheitsterm von dem der stationären Untersuchung unterscheidet. Bei der Ermittlung der Träg-
heitsterme ist dabei insbesondere darauf zu achten, dass sich auch die materielle Beschleunigung
aus einem relativen und einem konvektiven Anteil zusammensetzt und sich daraus Formulierun-
gen mit Gradienten 2. Ordnung ergeben, weshalb für eine gewünschte C0-stetige Finite-Element-
Approximation weitere Überlegungen erforderlich sind.
Aus diesen Formulierungen lässt sich dann ein Finite-Element-Gleichungssystem gewinnen, wel-
ches neben den üblichen Steifigkeitsmatrizen einschließlich der Kontaktsteifigkeitsmatrix auch ei-
ne Massenmatrix und eine gyroskopische Matrix enthalten wird. Deshalb sind zur Lösung impli-
zite Zeitschrittintegrationsverfahren, wie beispielsweise das NEWMARK91-Verfahren, erforderlich,
denen als Startkonfiguration die Lösung des „eingefrorenen“ stationären Rollkontaktproblems zu-
grunde gelegt werden kann. Eine Verwendung expliziter Integrationsverfahren ist aufgrund der an-
timetrischen gyroskopischen Terme nicht empfehlenswert. Die transiente Anregung des Systems
kann beispielsweise mit Hilfe eines zeitabhängigen Kontaktgesetzes modelliert werden, was im
einfachsten Fall durch einen zeitlich periodisch veränderlichen Kontaktspalt erfolgen kann. Die
Kenngrößen dieser Erregerfunktionen sind dabei aus den Amplituden typischer Schienenriffel ab-
leitbar, es sind dabei ausgeprägte zeitabhängige Kontaktreaktionen zu erwarten.
Vorstellungen über das dynamische Verhalten des Gesamtsystems Rad-Schiene können auf der
Basis der Simulation des Überrollens langwelliger Profilirregularitäten, wie beispielsweise bei
polygonalisierten Rädern, mit Hilfe der modalen Superposition entwickelt werden. Dabei ist der
Kontaktzustand einzufrieren, um somit zunächst unmittelbare dynamische Reaktionen in der Kon-
taktfläche ausschließen zu können. Es verbleibt aber zu klären, ob bei einzelnen kurzwelligen
Profilirregularitäten, wie beispielsweise einem Schienenstoß, möglicherweise die Eigendynamik
des Rades hochfrequente Kontaktreaktionen zur Folge haben kann. Zur Behandlung der sich erge-
benden unsymmetrischen Matrizen sind geeignete Eigenwertlöser erforderlich.
Das Phänomen des Kontakts von rauen Oberflächen erfordert eine tiefergehende Untersuchung,
da im Gegensatz zu der für die stationäre Analyse durchgeführten Approximation des Kontakt-
verhaltens durch einen äquivalenten Penalty-Faktor beim transienten Rollkontakt aufgrund der zu
erwartenden dynamischen Radlastschwankungen nicht-lineare Beziehungen notwendig sein wer-
den. Die weiterführenden konstitutiven Beziehungen für den Normal- und Tangentialkontakt sind
mit Materialwissenschaftlern abzustimmen.
90JEAN LE ROND D’ALEMBERT (1717 - 1783); französischer Wissenschaftler. Er gilt als der Pionier auf dem Gebiet
der Differentialgleichungen und deren Anwendung in der Physik. D’ALEMBERT studierte insbesondere das Gleichge-
wicht und die Bewegung von Fluiden.
91NATHAN M. NEWMARK (1910-1981); amerikanischer Ingenieur und Hochschullehrer. Er promovierte 1934 an der
Fakultät Bauingenieurwesen der Universität von Illinois, wo er 1943 Professor wurde. Auf NEWMARK geht die Ent-
wicklung des ersten digitalen Computers zurück, er war der Urheber zahlreicher numerischer Integrationsverfahren.
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In dieser Arbeit wurde für das Material isotropes und linear-elastisches Verhalten vorausgesetzt, so
dass eine realitätsnähere Abbildung der Materialeigenschaften erforderlich sein kann, welches ins-
besondere plastisches Verhalten und lokale Materialeffekte, wie beispielsweise Verfestigungen,
berücksichtigt. Es ist denkbar, dies im Rahmen elastisch-plastischer Materialgesetze mit Hilfe
von Evolutionsgesetzen durchzuführen, welche die Einbeziehung von Verfestigungsparametern
zulassen. Damit ist allerdings keine Vorab-Aufstellung der Kontaktgesetze mehr möglich, da die-
se dann nicht mehr zeitinvariant sind. Dies hat einen erhöhten numerischen Aufwand zur Folge.
Zur numerischen Simulation des Langzeitverhaltens sind ferner zeitabhängige Formulierungen des
Materialverhaltens unter Berücksichtigung der Besonderheiten der Belastungsgeschichte in der
ALE-Betrachtungsweise notwendig. Durch die hohen zwischen Rad und Schiene auftretenden Be-
anspruchungen treten zwischen den Kontaktpartnern Temperaturerhöhungen auf, so dass ebenso
der instationäre Temperaturverlauf, insbesondere in Hinblick auf die Langzeitauswirkungen, zu
betrachten sein wird. Interessant erscheint auch die nähere Untersuchung der Abhängigkeit der
Reibungszahl von der Temperatur im Rad-Schiene-Kontakt.
Übergreifend von Bedeutung für die Erweiterung des Programmpakets bezüglich der Einbeziehung
der angesprochenen Aspekte ist die Steigerung der numerischen Effizienz der implementierten Al-
gorithmen. Dies betrifft insbesondere den verwendeten Gleichungslöser, welcher durch kommer-
zielle, auf dem aktuellsten Stand befindliche Programmbibliotheken zu ergänzen sein wird. Eine
weitere erhebliche Steigerung der numerischen Effizienz ist bei der Anwendung des Konzepts der
adaptiven Finite-Element-Methode zu erwarten. Damit wird es möglich sein, bei geringem nu-
merischem Aufwand aufgrund der moderaten Anzahl von Freiheitsgraden eine Näherungslösung,
beispielsweise für das konservative stationäre Rollkontaktproblem, mit Hilfe einer relativ groben
Finite-Element-Diskretisierung zu ermitteln. Anschließend ist eine Genauigkeitsanalyse auf der
Grundlage einer Fehlerabschätzung durchzuführen, welche für eine bessere, numerisch effiziente
Neudiskretisierung verwendet werden kann. Die alte Lösung kann dabei auf das neue Netz proji-
ziert werden, so dass lediglich eine geringere Anzahl von Gleichgewichtsiterationen zum Auffin-
den der verbesserten Lösung erforderlich sein wird.
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Anhang
A Entwicklungsschritte der (Roll-) Kontaktberechnung
A.1 Analytische Verfahren zur Beschreibung von Kontakt
Aufbauend auf der Theorie von HERTZ (Abschnitt A.2), welche die Grundlage für jegliche Unter-
suchungen von Kontakt bildet, soll in den folgenden Abschnitten auf wesentliche Entwicklungs-
schritte der Berechnung von Kontakt und insbesondere Rollkontakt eingegangen werden und da-
mit eine Bereitstellung von analytischen Vergleichslösungen für die numerischen Berechnungen
in Kapitel 5 erfolgen.
A.2 Das Kontaktmodell von HERTZ
HERTZ schuf im Jahre 1882 mit seinem Aufsatz „Über die Berührung fester elastischer Körper“
[HERTZ 1882] die Grundlage für Kontaktuntersuchungen jeglicher Art. Experimente mit Glaslin-
sen warfen in ihm die Frage über den Einfluss elastischer Deformationen beim Zusammenpressen
von Linsen auf das Interferenzmuster auf. Durch sein Wissen auf dem Gebiet des elektrostati-
schen Potentials konnte er zeigen, dass Kontaktdruck in den Körpern elastische Verschiebungen
hervorruft, welche mit dem von ihm vermuteten elliptischen Kontaktbereich kompatibel sind.
Trotz der Beschränkung seiner Theorie auf ideal glatte Oberflächen und ideal-elastische Festkörper
lieferte HERTZ schon damals die grundlegende Aussage für Kontaktprobleme: „Wir müssen un-
ser Augenmerk auf den Teil des Körpers richten, der sehr nahe dem Kontaktpunkt ist, weil die
dort auftretenden Spannungen groß gegenüber denen sind, die an einer anderen Stelle auftreten,
und folglich nur von der kleinsten Ausdehnung der Kräfte abhängen, die auf den Körper einge-
tragen werden“ [HERTZ 1882]. Zugleich aber erkannte er, dass die Spannungsverteilungen in der
Kontaktzone wesentlichen Einfluss auf die Kräfte im Inneren der Körper haben und somit diese
niemals getrennt voneinander betrachtet werden dürften.
Nach HERTZ berühren sich kontaktierende nichtkonforme Körper zunächst in einem einzigen
Punkt oder auf einer Linie. Unter der Einwirkung einer auch noch so geringen Kraft wird sich
die Umgebung dieser initialen Kontaktpunkte verformen, so dass die Berührung in einem endli-
chen, aber gegenüber den anderen Abmessungen sehr kleinen, Gebiet erfolgt.
HERTZ’ erste Hypothese bestand in der Annahme eines elliptischen Kontaktgebietes. Zur Unter-
suchung lokaler Verformungen führte er weitere Vereinfachungen ein. Jeder Körper muss dabei
den Annahmen elastischer Halbräume genügen, um die Spannungsverteilung in der Kontaktzone
getrennt vom restlichen Körper betrachten zu können. Zur Rechtfertigung dieser Vereinfachun-
gen muss das Kontaktgebiet sehr klein im Vergleich zu den restlichen Abmessungen sein, womit
gewährleistet wird, dass das Spannungsfeld im Körper in seiner unendlichen Ausdehnung nur ge-
ringfügig durch die Nähe zur hochbeanspruchten Region beeinflusst wird.
Ferner soll das Kontaktgebiet auch klein im Vergleich zu den relativen Radien der Kontaktpartner
sein, damit die Oberflächen direkt neben der Kontaktzone nahezu eben bleiben und die Verzer-
rungen im Kontaktgebiet innerhalb der Grenzen der linearen Elastizitätstheorie liegen, was nach
HERTZ für metallische Materialien problemlos zu erfüllen ist. Bei Materialien mit niedrigem Ela-
stizitätsmodul, wie beispielsweise Gummi, sei besondere Aufmerksamkeit erforderlich, da die auf-
tretenden Verformungen oberhalb der Grenzen kleiner Verzerrungen liegen können. Es ist weiter-
hin vorauszusetzen, dass die Oberflächen der Kontaktpartner ideal glatt sind und ausschließlich
Druckspannungen in Normalenrichtung übertragen werden.
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Die Bedingungen, welche zur Anwendbarkeit der HERTZschen Theorie eingehalten werden müs-
sen, lassen sich wie folgt zusammenfassen:
• Die Oberflächen sind kontinuierlich und nichtkonform.
• Jeder Körper kann als elastischer Halbraum betrachtet werden, d. h. die Ausdehnung der
Kontaktfläche ist klein gegenüber den übrigen Abmessungen und Krümmungsradien.
• Die auftretenden Verzerrungen sind klein.
• Die Oberflächen sind ideal glatt und damit tangentialspannungsfrei.
Unter der Berücksichtigung dieser Voraussetzungen lassen sich für die Grundfälle der HERTZschen
Theorie analytische Lösungen auffinden, auf welche im Folgenden kurz eingegangen werden
soll. An dieser Stelle seien noch die für alle Grundfälle gültigen Formeln für den Vergleichs-
Elastizitätsmodul
E∗ =
(
1− ν21
E1
+
1− ν22
E2
)−1
(A.1)
und den relativen Krümmungsradius
R =
(
1
R1
+
1
R2
)−1
(A.2)
angegeben.
A.2.1 Grundfall 1: Kontakt von Rotationskörpern – Kreisförmiger Kontaktbereich
Als Rotationskörper werden in der Geometrie Körper bezeichnet, welche durch Rotation einer in
einer Ebene liegenden erzeugenden Fläche um eine in derselben Ebene liegende, aber die Fläche
nicht schneidende Achse gebildet werden. Sie zeichnen sich dadurch aus, dass sie in einem Kon-
taktpunkt in alle Richtungen den gleichen Krümmungsradius besitzen, so dass in Anlehnung an
Abbildung A.1 für den Kontaktpartner 1 R′1 = R
′′
1 = R1 und für den Körper 2 R
′
2 = R
′′
2 = R2 in
Erste Kr mmungsebeneü Zweite Kr mmungsebeneü
R'2
R'1
R''2
R''1
Abbildung A.1: Krümmungsradien in den Hauptkrümmungsebenen
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den Hauptkrümmungsebenen gilt. Die Rotationskörper besitzen stets ein kreisförmiges Kontakt-
gebiet mit dem Radius aH. Die Herleitung der korrespondieren Formeln ist etwas umfangreicher,
auf die Wiedergabe sei an dieser Stelle daher verzichtet und auf die entsprechende Grundlagenli-
teratur, beispielsweise auf JOHNSON [JOHNSON 1985], verwiesen. Dort ist die Gleichung für den
Spannungsverlauf in der Kontaktfläche von
pH (r) = p0,H
{
1−
(r
aH
)2} 12
(A.3)
mit dem nach außen verlaufenden Radius r abzulesen. Der Radius des Kontaktkreises selbst beträgt
aH =
pip0,HR
2E∗
=
(
3FHR
4E∗
) 1
3
. (A.4)
Die die beiden Rotationskörper zusammendrückende Gesamtlast FH lässt sich aus der Integration
der Spannungsverteilung über die Kontaktfläche mit
FH =
aH∫
0
p (r) 2pir dr =
2
3
p0,Hpia
2
H (A.5)
bestimmen, somit beträgt der maximal auftretende Kontaktdruck
p0,H =
3FH
2pi a2H
=
(
6FHE
∗2
pi3R2
) 1
3
. (A.6)
HERTZ leitet des Weiteren her, dass mit steigender Normallast bei identischer Geometrie und
identischen Materialparametern der beiden Körper sowohl der Kontaktdruck als auch die resul-
tierenden Spannungen proportional zur Ausdehnung des Kontaktgebietes ansteigen. Bei den hier
besprochenen Rotationskörpern handelt es sich um ein Anwachsen der Spannungen proportional
zur Kubikwurzel der Belastung.
A.2.2 Grundfall 2: Kontakt allgemeiner Profile 2. Ordnung - Elliptischer Kontaktbereich
Der Kontakt allgemeiner Profile, deren Oberflächengeometrie sich mit Polynomen 2. Ordnung
beschreiben lässt, ist dadurch charakterisiert, dass die Ausdehnung des Kontaktbereiches nicht
a priori bekannt ist. HERTZ’ erste Annahme besteht in einer elliptischen Kontaktfläche mit den
Hauptachsenradien aH und bH (vgl. Abbildung A.2), eine Schlussfolgerung aus der Analogie zum
elektrostatischen Potential (vgl. Anfangsbemerkungen in Abschnitt A.2).
Damit ergibt sich in der Kontaktzone eine Spannungsverteilung von
pH = p0,H
{
1−
(x
aH
)2
−
(y
b H
)2} 12
(A.7)
mit dem maximalen Kontaktdruck p0,H im Ursprung der Kontaktellipse. Durch die Integration der
Kontaktdruckverteilung über das Kontaktgebiet erhält man die zusammendrückende Gesamtlast
von
FH =
2
3
p0,HpiaHbH, (A.8)
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Abbildung A.2: Kontaktsituation beim Kontakt allgemeiner Profile 2. Ordnung (Abbildung nach
[BERG 2000])
vgl. auch Gleichung A.5. Zur Bestimmung des Radius der Kontaktellipsen wird der äquivalente
Krümmungsradius
Re =
√
R′R′′ (A.9)
mit den Vergleichsradien nach Abbildung A.1 benötigt. Es lassen sich Gleichungen herleiten, wel-
che noch unbekannte Korrekturfaktoren enthalten. Im allgemeinen technischen Fall kann nach
JOHNSON [JOHNSON 1985] jedoch davon ausgegangen werden, dass diesen Faktoren zu Eins ge-
setzt werden können und somit der Radius der Kontaktellipsen aus
aH =
(
3FHReR
′
4E∗R′′
) 2
3
(A.10)
und
bH =
(
3FHReR
′′
4E∗R′
) 2
3
(A.11)
bestimmt werden kann. Ihr Verhältnis beträgt
aH
bH
≈
(
R′
R′′
) 2
3
, (A.12)
der maximale Kontaktdruck im Ursprung der Kontaktellipse ist somit
p0,H =
(
6FHE
∗2
pi3R2e
) 1
3
. (A.13)
Die sich zwischen den beiden Kontaktpartnern in der Kontaktfläche einstellende Kontaktdruckver-
teilung ist in Abbildung 2.9(b) dargestellt.
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A.2.3 Grundfall 3: Kontakt zylindrischer Körper – Streifenförmiger Kontaktbereich
Treten zwei zylindrische Körper nach Abbildung A.3 in Kontakt, entsteht ein zweidimensionales
Kontaktproblem mit einem unendlich langen Kontaktgebiet der Breite 2aH. Nach HERTZ ist die-
ses Problem aus dem allgemeinen Fall elliptischer Kontaktgebiete (Grundfall 2, Anhang A.2.2)
herleitbar. Die Auswertung der entsprechenden Integralgleichungen (vgl. [JOHNSON 1985] oder
[DAMME 2000a]) liefert die Bestimmungsgleichung für den Kontaktdruck, welche unter der Be-
dingung, dass außerhalb des Belastungsgebietes kein Kontakt auftreten darf, die im gesamten Kon-
taktgebiet einwirkende äußere Linienlast p mit
p =
pia2HE
∗
4R
(A.14)
liefert, wobei der Vergleichs-Elastizitätsmodul E∗ nach Gleichung A.1 und der relative Krüm-
mungsradius R nach Gleichung A.2 zu bestimmen sind. Die halbe Breite der Kontaktzone beträgt
somit
aH =
(
4pR
piE∗
) 1
2
, (A.15)
die Kontaktdruckverteilung im Kontaktgebiet
p (x) =
2p
pia2H
(
a2H − x2
) 1
2 , (A.16)
wobei der maximale Druck mit
p0,H =
2p
piaH
=
4
pi
pm =
(
pE∗
piR
) 1
2
(A.17)
l
p =
l
P
2a
H
R1
R2
x
y
z
p l R R>> 1 2,
Abbildung A.3: Zweidimensionaler Kontakt zylindrischer Körper
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gegeben ist. Die sich zwischen den beiden Kontaktpartnern einstellende Kontaktdruckverteilung
ist in Abbildung 2.9(a) dargestellt. Es kann ferner festgehalten werden, dass beim Kontakt zweier
zylindrischer, linienförmig belasteter Körper von einem Anwachsen des Kontaktdrucks proportio-
nal zur Quadratwurzel der aufgebrachten Last auszugehen ist.
A.3 Der Einfluss von Reibung92 – Ergänzung des HERTZschen Kontaktmodells nach der
Theorie von JOHNSON
Wie in Abschnitt 2.2.3 umfassend dargestellt, ist beim allgemeinen Kontakt zweier Körper davon
auszugehen, dass die Reibung auch beim reinen Normalkontakt einen Einfluss besitzt, was genau
dann der Fall ist, wenn die Annahmen des HERTZschen Kontakts nicht mehr eingehalten sind, also
beispielsweise die Materialkennwerte der Körper voneinander abweichen. Die Unterschiede in den
Materialkennwerten zweier Körper lassen sich mit dem Parameter
βH =
1
2
·
1− 2ν1
G1
− 1− 2ν2
G2
1− ν1
G1
+
1− ν2
G2
(A.18)
quantifizieren. Man erhält für die Verteilung des Kontaktdrucks und des Kontaktschubs ge-
koppelte Integralgleichungen, welche im Detail bei JOHNSON [JOHNSON 1985] oder DAM-
ME [DAMME 2000a] nachvollzogen werden können.
Es ist mit vertretbarem Aufwand nicht möglich, eine geschlossene Lösung für die Kontaktdruck-
verteilung p (x) und die Kontaktschubspannungsverteilung q (x) im streifenförmigen beziehungs-
weise p (r) und q (r) im kreisförmigen Kontaktgebiet aufzufinden, wobei die Annahme absoluter
Gleitfreiheit im Kontaktgebiet als erste Näherung für eine Vergleichslösung die Ausdrücke be-
reits bedeutend vereinfacht. Wird weiterhin der Einfluss des Schubs auf den Kontaktdruck ver-
nachlässigt, so lassen sich die entsprechenden Gleichungen weiter vereinfachen, so dass davon
ausgegangen werden kann, dass für die Normaldruckverteilung die HERTZschen Lösungen nach
Gleichung A.3 (kreisförmiges Kontaktgebiet), A.7 (elliptisches Kontaktgebiet) und A.16 (linien-
förmige Kontaktzone) angewendet werden können. Die Kontaktschubspannungsverteilung lautet
bei linienförmigem Kontaktgebiet
q (x) =
βHp0,H
piaH
[(
a2H − x2
) 1
2 ln
∣∣∣∣aH + xaH − x
∣∣∣∣+ x ln
{
aH + (a
2
H − x2)
1
2
aH − (a2H − x2)
1
2
}]
, (A.19)
bei kreisförmigem Kontaktgebiet gilt
q (r) =
βHp0,H
pi
−1
r
(
a2H − r2
) 1
2+ln
{
aH + (a
2
H − r2)
1
2
r
}
+
2
raH
aH∫
r
t2
(t2 − r2) 12
ln
∣∣∣∣ t+ rt− r
∣∣∣∣ dt
.
(A.20)
Die beiden Verläufe sind in Abbildung A.4 als Verhältnis des Schubs zur maximalen Ordinate des
Kontaktdrucks dargestellt. Selbstverständlich verlaufen die Kontaktschubspannungen, in Analogie
zu Abbildung 2.10, auf der Oberfläche des „starreren“ Körpers nach außen, auf der des „weiche-
ren“ nach innen und zwar symmetrisch zum Ursprung und damit antimetrisch in der allgemeinen
Darstellung (Abbildung 2.11).
92Unter dem Oberbegriff „Reibung“ soll im Folgenden das Auftreten von Tangentialspannungen beim Haften und
Gleiten verstanden werden.
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Abbildung A.4: Kontaktschubspannungsverlauf im Kontaktgebiet bei linien- und punktförmigem
Kontakt (Abbildung nach [JOHNSON 1985])
Da die herrschende Kontaktschubspannung meist kleiner ist als der Normaldruck, hat diese einen
geringeren Einfluss auf den Spannungszustand im Inneren der Körper, jedoch werden besonders
bei kreisförmigen Kontaktzonen die radialen Spannungen beeinflusst. Der Normaldruck verursacht
radiale Zugspannungen, deren Maximum direkt an der Grenze des Kontaktgebietes auftritt. Auf
dem weicheren Material werden diese Spannungen durch die auftretenden Kontaktschubspannun-
gen vermindert, im härterenMaterial kommt es demnach zu einemAnwachsen der Zugspannungen
und zum möglichen, bei Anwendung der HERTZschen Theorie nicht einkalkulierten, Materialver-
sagen.
Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass am Kontaktrand das Verhältnis der Kontaktschub-
spannungen zum Normaldruck theoretisch auf unendlich anwächst und Gleiten auftritt, die Annah-
me absoluten Haftens also nicht exakt ist. Am Kontaktzonenrand wird immer Gleiten auftreten,
die halbe Breite der Haftzone wird mit c bezeichnet, wobei c < aH gilt. Dafür existiert aber keine
geschlossene Lösung. Nach JOHNSON [JOHNSON 1985], welcher auf eine Theorie von SPENCE
[SPENCE 1975] zurückgreift, lässt sich als eine Näherung bei linienförmigem Kontakt
K
(
c
aH
)
K′
(
c
aH
) = βH
µ0
(A.21)
angeben mit dem Haftbeiwert µ0 und dem „Material“-Parameter βH nach Gleichung A.18. Die
TermeK
(
c
aH
)
undK′
(
c
aH
)
entsprechen dabei elliptischen Integralen (Abbildung A.5), wobei es
sich bei der ersten Größe um ein komplettes elliptisches Integral der 1. Ordnung und der zweiten
Größe um das zugeordnete komplementäre elliptische Integral mit
K′ = K (k′) = K
(√
1− k2
)
= K
√1− ( c
aH
)2 (A.22)
handelt. Die Bestimmungsgleichung für ein vollständiges elliptisches Integral 1. Ordnung lautet
K
(
c
aH
)
=
pi
2∫
0
1√
1− k2 (sinx)2
dx =
pi
2∫
0
1√
1−
(
c
aH
)2
(sinx)2
dx, (A.23)
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Abbildung A.5: Elliptische Integrale nach Gleichung A.23 in grafischer Darstellung (Abbildung
nach [BRONSTEIN et al. 1999])
die gültigen Rechenregeln sind in der entsprechenden Literatur auf dem Gebiet der höheren Ma-
thematik, beispielsweise bei BRONSTEIN [BRONSTEIN et al. 1999], umfassend dargestellt. Eine
geschlossene Lösung dieser Integralgleichungen und Auflösung nach k =
c
aH
ist nicht möglich,
die Werte können aber den entsprechenden Tabellenwerken entnommen werden.
Damit kann auf iterativem Weg die Ausdehnung der Haftzone c ermittelt werden, die Bestim-
mungsgleichung für die Kontaktschubspannungen ist in Gleichung A.19 gegeben, im Gleitbereich
gilt
q (x) = ±τmax = ±µ0p für c < |x| < aH (A.24)
bei Ermittlung der Haftgrenze τmax nach COULOMB.
Unter Verwendung von Abbildung A.5 und in Anlehnung an JOHNSON [JOHNSON 1985] lässt
sich die Ausdehnung der Haft- beziehungsweise Gleitzone in Abhängigkeit von den jeweiligen
Materialpaarungen wie in Abbildung A.6 grafisch darstellen. Somit würden sich beispielsweise
0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
0,0
0,5
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2,0
Abbildung A.6: Ausdehnung der Haft-und Gleitzone beim Normalkontakt mit Reibung
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Abbildung A.7: Kontaktschubspannungsverteilung beim Haften und beim Gleiten (Abbildung
nach [JOHNSON 1985])
für den Fall einer Materialpaarung mit βH = 0, 21, wie sie in dem numerischen Beispiel in Ab-
schnitt 5.2.2 auftritt, bei einem Haftbeiwert von µ0 = 0, 15 oder µ0 = 0, 20 die in Abbildung A.7
dargestellten Kontaktschubspannungsverteilungen ergeben. Die Ausdehnung des Haftgebietes be-
trägt cµ0=0,15 = 0, 42aH beziehungsweise cµ0=0,20 = 0, 67aH, der theoretische Fall des kompletten
Haftens kann praktisch nicht eintreten. Für sehr hohe Haftbeiwerte (ab etwa µ0 = 0, 40) kann
aber davon ausgegangen werden, dass dieser Grenzfall nahezu erreicht ist, die dann herrschende
Spannungsverteilung ist ebenfalls dargestellt. Es sei aber darauf hingewiesen, dass dieser Grenzfall
(vgl. Anmerkungen zu Gleichung A.19) praktisch nicht eintreten kann, am Rand der Kontaktzone
wird stets ein Gleitbereich existieren.
A.4 Rollkontakt nach CARTER und FROMM
CARTER und FROMM waren die Ersten, die den kontinuierlichen Berührvorgang zweier elastischer
Halbräume untersuchten. CARTERs bedeutende Schrift „The electric locomotive“ [CARTER 1916]
beinhaltet bereits sowohl lineare Kraftschluss-Schlupf-Beziehungen und betrachtet ebenso die Sta-
bilität einer Lokomotive auf dem geraden Gleis. FROMM hingegen stellt erstmals Betrachtungen
zum Fahrzeugreifen an und beschäftigt sich mit „Seitenschlupf und Führungswert des rollenden
Rades“ [FROMM 1927].
CARTER war ein englischer Elektrotechniker, der bereits 1916 bei Stabilitätsuntersuchungen für
Lokomotiven einen linearen Zusammenhang zwischen Schlupf und Schlupfkräften annahm, ohne
diese allerdings näher begründen zu können. Zehn Jahre später veröffentlichte er seine grundle-
gende Arbeit „On the action of a locomotive driving wheel“ [CARTER 1926], in welcher er auf
elastizitätstheoretischer Grundlage das Abrollen einer Walze auf einer Ebene behandelt und damit
die vollständigen Kraftschluss-Schlupf-Beziehungen für den ebenen Fall herleitet. Seine grundle-
gende Aussage besteht zunächst darin, dass die Kontaktzone zwischen Rad und Schiene wesentlich
vom Stadium des Verschleißes abhängig sei, für eine neue Schiene sei die Längsausdehnung der
Kontaktzone sehr viel größer als die Ausdehnung in Querrichtung. Mit zunehmendem Verschleiß
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nähme das Kontaktgebiet die Form eines gleichförmigen Streifens quer zur Schiene an, das End-
stadium des Verschleißes resultiere in einer Situation, in welcher Rad und Schiene als zueinander
parallele Zylinder identischen Materials und gleicher, aber entgegengesetzter Krümmungsradien
angenommen werden können, welche sich gegenläufig drehen. Aufgrund der im Gegensatz zu den
sonstigen geometrischen Abmessungen sehr kleinen Ausdehnung des Kontaktgebietes könne das
vorliegende Problem weiter abstrahiert werden, es könne als zweidimensionales Kontaktproblem
eines unendlichen elastischen Mediums mit einer Ebene betrachtet werden. Es seien somit beide
Rollkontaktpartner elastische Halbräume (vgl. Abbildung A.8(a)).
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Abbildung A.8: Modelle für den Rollkontakt nach CARTER und FROMM – überhöhte Darstellung
(Abbildungen nach [KNOTHE & HEINISCH 2003])
In Abbildung A.8(b) ist der Ansatz dargestellt, wie er von FROMM verwendet wurde: er ging
vom Kontakt zweier elastischer, kreisförmiger Walzen mit unterschiedlichen Krümmungsradien
aus. Die Ursache für die unterschiedliche Wahl der Ansätze durch CARTER und FROMM ist darin
zu sehen, dass CARTER direkt das Rad-Schiene-Problem untersuchen wollte, für FROMM jedoch
die Untersuchung von Getriebeproblemen im Vordergrund stand und er somit das Problem durch
Walzen mit Kreisquerschnitt idealisiert.
CARTER geht bei seiner Lösung von einer differentiellen Beschreibung des Verzerrungszustandes
an der Oberfläche der kontaktierenden Körper in Abhängigkeit von den LAMÉschen Konstanten µ
und λ (vgl. Abschnitt 3.3.4) aus und erhält daraus die Gleichung für die Kontaktdruckverteilung
P ′ (x′) und die Ausdehnung der Kontaktzone a. Auf dieser Basis führt CARTER seine erste Annah-
me ein: die tangentialen Kontaktschubspannungen sind an jeder Stelle innerhalb der Kontaktzone
proportional zum dort herrschenden Kontaktdruck und er gesteht ein, dass diese Annahme eigent-
lich nur dann gültig ist, wenn Schlupf auftritt, also der Zustand des Gleitens erreicht ist. Damit
erhält er eine Gleichung für begrenzende Kurve der maximal übertragbaren Kontaktschubspan-
nungen C (ξ′) (vgl. Abbildung A.9), in welcher die maximal verfügbare tangentiale Antriebskraft
vorhanden ist und auf deren Basis die Verzerrungen im Kontaktgebiet bestimmt werden können.
Die Ausdehnung der Kontaktzone erstreckt sich dabei von A über O bis A′, wobei bei der ge-
gebenen Laufrichtung des rollenden Rades A der erste Kontaktpunkt ist und die Kurve ABA′
die maximal übertragbaren Kontaktschubspannungen an jeder Stelle kennzeichnet. Die aktuelle
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(tatsächliche) Kontaktschubspannungskurve wird aber immer unterhalb dieser Kurve liegen und
beispielsweise dem Verlauf ADCA′ folgen. Nach CARTER sind im Haftgebiet, welches durch die
KurveADC begrenzt wird, die Oberflächen der kontaktierenden Körper fest miteinander „verbun-
den“, die entsprechenden Oberflächenverschiebungen also identisch sein müssen.
Rollrichtung
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auslaufender
Rand A' A
0
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Abbildung A.9: Verteilung der Kontaktschubspannungen nach CARTER [CARTER 1926]
Über diese Verschiebungen, welche in differentieller Form beschrieben werden können, kann
durch Integration die Antriebskraft des Rades bestimmt werden. Ist diese Antriebskraft aber be-
kannt, so kann in der Umkehrung die Ausdehnung der Haftzone geschlossen in analytischer Form
ermittelt werden, womit CARTER in der Lage ist, erstmalig die vollständige Kraftschluss-Schlupf-
Beziehung für den ebenen Fall in Schienenrichtung herzuleiten. Wie bereits in Abschnitt 2.2.4
erwähnt, ist es somit möglich, die Kontaktschubspannungsverteilung aus der Differenz zweier El-
lipsen beziehungsweise Kreise zu ermitteln (vgl. Abbildung 2.13). Am einlaufenden Rand kann
somit das Haften beschrieben werden, der Schlupf selbst ist Null, im Gleitbereich kann die Kon-
taktschubspannung aus dem Produkt von Haftbeiwert und Normaldruck berechnet werden. Der
Übergang vom Haften zum Gleiten führt zu einem deutlichen Knick in der Kontaktschubspan-
nungsverteilung; je größer die Antriebskraft des rollenden Rades und damit auch der Schlupf ist,
um so stärker wächst die Ausdehnung der Gleitzone an.
Wie bereits erwähnt, beschäftigte sich FROMM zur gleichen Zeit wie CARTER mit dem Phänomen
des Rollkontakts, allerdings interessierte ihn insbesondere das gegenläufige Abrollen zweier Zy-
linder. FROMM geht dabei davon aus, dass die Achsen dieser Zylinder parallel zueinander bleiben,
der Bewegungs- und Deformationszustand der beiden Scheiben soll als stationär vorausgesetzt
werden. Unter diesen Voraussetzungen besteht ein einfacher Zusammenhang zwischen der Ge-
schwindigkeit und der Verzerrung an einem beliebigen Punkt der Scheibe, womit sich der Schlupf s
bestimmen lässt, welcher für jeden Punkt der Berührfläche in einen Gleitschlupf sg und einen For-
mänderungsschlupf sε additiv zerlegt werden kann. Dabei ist im Haftgebiet der Gleitschlupf Null,
das Vorzeichen von sg gibt ferner an, von welcher auf welche Scheibe während des Rollvorgangs
Energie übertragen wird.
FROMMs Untersuchungen sind an die Voraussetzung geknüpft, dass die Rauigkeitserhebungen
an den Oberflächen sehr klein im Verhältnis zu den übrigen Abmessungen sind, um somit den
Schlupf eines Rolltriebes in Abhängigkeit von der in der Berührungsfläche wirkenden Kraft be-
rechnen zu können. Ganz wesentlich hänge die Verteilung von Haft- und Gleitgebiet aber davon
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ab, welcher Gesetzmäßigkeit der Reibungskoeffizient folgt. Er trifft die Annahme, dass der Betrag
des Reibungskoeffizienten im Gleitgebiet den konstanten Wert µ = µ0 habe, im Haftgebiet gelte
0 < |µ (ξ′) | < µ0. Damit existieren dann im Allgemeinen Haft- und Gleitgebiete endlicher Größe.
Für den Fall identischer Schubmoduli erkennt FROMM, dass von einer Unabhängigkeit der Lösung
p (ξ′) für den Kontaktdruck von den Kontaktschubspannungen t (ξ′) ausgegangen werden kann und
somit die aus der HERTZschen Theorie des reibungsfreien Kontakts bekannte Lösung gültig ist. Für
den Fall unterschiedlicher Schubmoduli der beiden Scheiben lassen sich die Integralgleichungen
für p (ξ′) und t (ξ′) in eine inhomogene lineare Integralgleichung 2. Art für p (ξ′) und eine Formel
für t (ξ′) umwandeln, welche numerisch zu lösen sind.
Eine detaillierte grafische Darstellung und Diskussion der Phänomene in der Berührfläche liefert
FROMM für den Fall des Kontakts von Scheiben mit identischen Materialeigenschaften93. Seinen
Herleitungen zufolge besteht die Berührfläche für alle praktisch in Frage kommenden Belastungs-
fälle aus einem Haftgebiet auf der Anlaufseite (ξ′ = +1) und einem Gleitgebiet auf der Auslauf-
seite (ξ′ = −1). Die Grenze γ zwischen diesen beiden Gebieten liegt dabei für einen bestimmten
Belastungswert
β =
(
1
R1
− 1
R2
)
b
µ0
(A.25)
um so näher an der Anlaufseite (b ist dabei die halbe Breite des Kontaktstreifens), um so größer
der Nutzungswert ist. FROMM stellt die Zusammenhänge zwischen dem Belastungswert β, dem
Nutzungswert ν =
T
µ0N
, der Aufteilung des Kontaktgebietes und der zugehörigen Kontaktschub-
spannungsverteilung in Diagrammen für die unterschiedlichsten Kombinationen dieser Werte dar,
es soll sich hier auf den Spezialfall β = 0 und damit identische Radien der kontaktierenden zylin-
Tangentialspannungsverlauf
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Abbildung A.10: Kontaktschubspannungen und Schlupf nach FROMM für β = 0 (Abbildung nach
[FROMM 1927])
93HANS FROMM: „Berechnung des Schlupfes beim Rollen deformierbarer Scheiben“ [FROMM 1927], ab Seite 49.
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Abbildung A.11: Kontaktschubspannungen und Schlupf nach FROMM für β = 1, 0 (Abbildung
nach [FROMM 1927])
drischen Scheiben (Abbildung A.10) sowie und den allgemeinen Fall β = 1, 094 (Abbildung A.11,
die untere Scheibe besitzt dabei den größeren Rollradius) beschränkt werden. Der Wert γ gibt
dabei die Lage der Grenze zwischen Haft- und Gleitgebiet an.
Aus diesen Darstellungen ist Folgendes zu erkennen: Ist die eingetragene Tangentialkraft T so
groß wie die maximal zulässige und somit der Nutzungsgrad ν = 1, 0 erreicht, so tritt im gesam-
ten Kontaktgebiet Gleiten ein. Je geringer die Tangentialbelastung ist, um so größer ist die Zone,
in welcher Haften auftritt. Ist keine Tangentialkraft zwischen den beiden rollenden Scheiben zu
übertragen, so treten im Fall identischer Radien keine Kontaktschubspannungen auf. Weichen die
Rollradien hingegen voneinander ab, so kommt es in der Kontaktfläche zu lokalem Formände-
rungsschlupf, durch welchen Kontaktschubspannungen erzeugt werden. Zusätzlich zur Verteilung
der Kontaktschubspannungen ist in Abbildung A.10 und A.11 ebenso eine qualitative Darstellung
des Schlupfes s und des Gleitschlupfes sg angegeben, der Abstand zwischen diesen beiden Kurven
ist ein Maß für den auftretenden Formänderungsschlupf sε.
FROMM vergleicht ferner seine Formulierungen mit Ergebnissen aus Experimenten. Hinsichtlich
der Gestalt der Schlupfkurven und der Kontaktschubspannungsverteilung kann er auf sehr gu-
te Übereinstimmung verweisen, die qualitativen (numerischen) Abweichungen erklärt er mit dem
Einfluss zu großer Oberflächenrauigkeit in den Experimenten sowie der Vernachlässigung derMas-
senkräfte in seiner Theorie.
A.5 Die rollende Reibung nach FÖPPL
Die Theorie der rollenden Reibung von FÖPPL [FÖPPL 1947] beschäftigt sich nach Angaben des
Autors mit der Reibung zwischen Rad und Schiene, die eine Frage ist, „die für die Technik von
Bedeutung ist, seitdem es wissenschaftliche Technik gibt“95. Er bemängelt, dass die Lösung dieser
94„Ein Beitrag von β nahe 1 oder größer ist bei den vorausgesetzten Werten von bR nur bei sehr kleinem µ0 möglich“,
[FROMM 1927], Fußnote Seite 44.
95LUDWIG FÖPPL: „Die strenge Lösung für die rollende Reibung“ [FÖPPL 1947], Seite 5
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alten Frage bisher noch nicht gelungen sei. Die Voraussetzung seiner Theorie sind identische Ma-
terialeigenschaften von Rad und Schiene, womit es sich um einen elastischen Rollvorgang handele
und bleibende Formänderungen ausschließbar seien. Seit HERTZ [HERTZ 1882] (vgl. Anhang A.2)
seien die durch den Normaldruck zwischen Rad und Schiene hervorgerufenen Spannungs-und
Formänderungszustände vollständig bekannt, es fehle jedoch die entsprechende Lösung für die
in der Berührungslinie zwischen Rad und Schiene übertragene Tangentialkraft. Nach FÖPPL ist
die Ausdehnung der Kontaktzone aH zunächst nach der HERTZschen Lösung (Gleichung A.15)
zu bestimmen, es stellt sich dabei eine halbkreisförmige oder halbelliptische Verteilung des Kon-
taktdrucks längs der Berührungsfläche zwischen Rad und Schiene ein. Es können damit unter der
Voraussetzung, dass die Beanspruchung überall innerhalb der Elastizitätsgrenzen erfolgt, die Fälle
vollständigen Haftens oder vollständigen Gleitens untersucht werden.
Tritt in der Kontaktfläche als Belastung zusätzlich zur Normalkraft N eine Tangentialkraft T auf,
sind entsprechende Haftbedingungen zu formulieren: die Tangentialkraft T ruft innerhalb der Be-
rührungsfläche zwischen Rad und Schiene der Länge 2aH keine zusätzlichen Spannungen σt her-
vor. Die Tangentialspannungen an der Schienenoberfläche σx (y = 0) müssen im Haftfall überall
konstant sein, was bei einer Kontaktschubspannungsverteilung von
q (u) =
c0 + c1u
2
√
aH2 − u2
(A.26)
der Fall ist, da der Zusammenhang zwischen Tangentialspannungen und Kontaktschubspannungen
an der Schienenoberfläche mit
σx (y = 0) =
2
pi
+aH∫
−aH
q (u)
x− u du (A.27)
angegeben werden kann. Es kann gezeigt werden, dass die Konstante c1 in Gleichung A.26 ge-
nau den Wert −σ0 (Tangentialspannung an der Schienenoberfläche bei vollständigem Haften) an-
nimmt, während die Konstante c0 derart gewählt wird, dass an der Anlaufseite bei x = +aH ein
stetiger Anschluss der Tangentialspannungen an der Schienenoberfläche an die Verteilung außer-
halb des Kontaktgebietes erfolgt, womit ein stoßfreies Einlaufen in den Kontakt gewährleistet ist.
x u,
0
y
Abbildung A.12: Tangentialspannungen und Kontaktschubspannungsverteilung im Fall vollstän-
digen Haftens (Abbildung nach [FÖPPL 1947])
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Damit erhält man eine Kontaktschubspannungsverteilung von
q (u) = −σ0
2
√
aH − u
aH + u
, (A.28)
der Verlauf ist ebenso wie der Verlauf der Tangentialspannungen an der Schienenoberfläche
σx (y = 0) in Abbildung A.12 dargestellt.
Weil die Haftbedingungen auf der Einlaufseite formuliert wurden, versagt aber am auslaufenden
Rand die Lösung, da hier sowohl q (u) als auch σx (y = 0) unendliche Werte annehmen (würden).
Daraus lässt sich laut FÖPPL folgern, dass „beim Vorhandensein einer tangentialen Kraft Rollen
mit vollkommenem Haften zwischen Rad und Schiene . . . nicht möglich ist“96, am auslaufenden
Rand wird stets Gleiten auftreten.
Im Fall vollständigen Gleitens gilt analog nach COULOMB
T = µN, (A.29)
somit lautet, wie in Abbildung A.13 dargestellt, die Verteilung der Kontaktschubspannungen
q (u) = σ0
√
a2H − u2
2aH
. (A.30)
x u,0
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Abbildung A.13: Tangentialspannungen und Kontaktschubspannungsverteilung im Fall vollstän-
digen Gleitens (Abbildung nach [FÖPPL 1947])
Der allgemeinere Fall ist das gleichzeitige Auftreten von Haften und Gleiten in der Berührzone.
FÖPPL zerlegt diese gesamte Berührzone der Länge 2A in ein Haftgebiet der Länge 2a und ein
Gleitgebiet der Länge 2b, für jedes Gebiet werden eigene Koordinatensysteme eingeführt, welche
durch entsprechende geometrische Bedingungen miteinander verknüpft sind. Für die Verteilung
der Kontaktschubspannungen leitet FÖPPL für jedes Gebiet eigene Gleichungen her. Die dabei ver-
bleibenden Konstanten wählt er so, dass alle Bedingungen zur korrekten Beschreibung der Span-
nungen erfüllt sind. Dabei nutzt FÖPPL den Umstand, dass bei gleichen Materialeigenschaften
von Rad und Schiene gleiche Belastungen identische Dehnungen bewirken. Ebenso bewirkt die
Erzwingung der Haftbedingung an den entsprechenden Punkten eine Vernachlässigung diverser
Terme - es ist eine Formulierung über die Spannungen möglich, stetige Übergänge zwischen den
einzelnen Gebieten sind dabei zu gewährleisten.
96[FÖPPL 1947], Seite 12
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Das Ergebnis dieser Überlegungen auf der Basis der Unterteilung des Kontaktgebietes sind Glei-
chungen, welche die als bekannt anzusehende Normalkraft N , die Tangentialkraft T als auch das
antreibende oder bremsende Moment M beinhalten, woraus das Verhältnis der Länge des Gleit-
gebietes zu der des gesamten Kontaktgebietes geschlossen ermittelt werden kann. Ist dieses Ver-
hältnis bekannt, so lassen sich auch die Gleichungen für die Verteilung der Kontaktschubspan-
nungen an der Schienenoberfläche σx (y = 0) und der Kontaktschubspannungen q (u) angeben.
Nach FÖPPL stellt sich im Fall statischen Kontakts die nach HERTZ zu erwartende halbelliptische
Kontaktdruckverteilung ein. Er erwartet jedoch beim rollenden Rad aufgrund der Übertragung der
Tangentialkraft T eine veränderte Druckverteilung. Darauf aufbauend entwickelt er Diagramme,
welche in Abhängigkeit von den Verhältnissen97
z =
M
NA
(A.31)
und
µ
µ0
=
T
N
1
µ0
(A.32)
formuliert sind und aus welchen sich der Parameter α =
b
A
zunächst allgemein und ohne Beach-
tung der Haftbedingungen ablesen lässt98.
Des Weiteren ist die Bedingung, dass im gesamten Kontaktgebiet nur Druck übertragen werden
kann, zu beachten und stetige Übergänge an den Gebietsgrenzen zu gewährleisten. Es lässt sich
daraus eine Grenzkurve
(
µ
µ0
)
max
, welche in Abhängigkeit von dem Parameter α nicht überschrit-
ten werden darf, ableiten. Zusammenfassend heißt dies: „Sind die am Rad angreifenden Kräfte N
und T sowie das MomentM gegeben, so folgen daraus die Werte von z und µ/µ0, und damit ergibt
sich . . . der zugehörige Wert α“.99 Wird ferner die exakte Einhaltung der Haftbedingung erzwun-
gen, so konstatiert FÖPPL, dass im Allgemeinen der Wert α1 = 0, 64 eintritt, wenn irgendeine von
Null verschiedene Tangentialkraft T übertragen wird, eine Erkenntnis, welche er mit ihm aufgrund
von Schlupfmessungen zur Verfügung stehenden Messdaten verifiziert.
Die entsprechenden Graphen für die Kontaktschubspannungen in diesem Fall sowie die Span-
nungen an der Oberfläche der Kontaktpartner sind in Abbildung A.14 wiedergegeben. In Abbil-
dung A.14 ist ebenfalls die Kontaktdruckverteilung für verschiedene Verhältnisse µ/µ0 dargestellt.
Es kann gezeigt werden, dass für α = 0, 64 noch das Verhältnis µ/µ0 = 1, 136 im zulässigen
Bereich liegt, was der bekannten Erscheinung entspricht, dass der größte Haftbeiwert höher lie-
gen kann als der Beiwert µ0 der gleitenden Reibung [FÖPPL 1947]. Darin begründet liegt auch
die Tatsache, dass man beim Anfahren der Lokomotive gelegentlich ein Schleudern (Durchdre-
hen) der Treibräder feststellen kann, wenn die übertragene Tangentialkraft von dem höheren Wert
der Haftung auf den niedrigeren der gleitenden Reibung absinkt. Würde dieses Verhältnis von
µ/µ0 = 1, 136 überschritten, müssten im vorderen Teil des Haftgebietes zwischen Rad und Schie-
ne Zugspannungen übertragen werden, da bereits für den Grenzwert die Druckverteilung eine hori-
zontale Tangente besitzt, was selbstverständlich nicht möglich ist. Somit öffnet sich das Haftgebiet
von vorn und es tritt der Zustand vollständigen Gleitens ein. Es sei noch angemerkt, dass die
Kontaktschubspannungsverteilung an sich unabhängig von dem Verhältnis µ/µ0 ist, die Schub-
verteilung wächst proportional mit T an jeder Stelle. Nach FÖPPL gelten diese Erkenntnisse auch
97z kann dabei nur Werte zwischen 1 und −1 annehmen, da die resultierende Normalkraft immer eine Druckkraft ist.
98[FÖPPL 1947], Seite 22.
99[FÖPPL 1947], Seite 24.
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Abbildung A.14: Kontaktschubspannungen und Randspannungen für α = 0, 64 (Abbildung nach
[FÖPPL 1947])
für den Fall, dass T eine Bremskraft ist, auch hier gilt das Verhältnis von Haftzone zu Gleitzone
von 9 : 16. „Auch beim Bremsen kann man demnach eine um 13,6% größere maximale Bremskraft
erzielen als beim reinen Gleiten. Diese im Eisenbahnbetrieb seit längerem bekannte Tatsache, dass
nicht zu starkes Anziehen der Bremsen, wobei die Räder noch rollen, für die Bremswirkung beson-
ders günstig ist, erhält damit ihre Aufklärung.“100
A.6 Die BUFLERsche Theorie der Rollkontaktberechnung
Die Annahmen der Theorie von BUFLER [BUFLER 1959], der sich aufbauend auf den Ideen von
FÖPPL (Anhang A.5) mit dem Kontakt zweier Walzen mit unterschiedlichen Materialparametern
100[FÖPPL 1947], Seite 27.
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beschäftigte, sind die Annahme zweier unendlicher Halbscheiben als Kontaktpartner, womit eine
Herleitung über die Randdehnungen möglich ist, das HOOKEsche Gesetz sowie eine kontinuierli-
che Verteilung und somit auch Eintragung der Lasten. Damit kann die Herleitung der Formeln zum
Einen über die Berührbedingung, also die elastische Annäherung der Kreismittelpunkte, sowie die
Haftbedingung, nach der zwei sich berührende Punkte die gleiche Geschwindigkeit haben müssen,
erfolgen. Im Fall reinen Haftens führt diese Herleitung zu zwei gekoppelten Integralgleichungen,
welche auf singuläre Integralgleichungen 2. Art zurückführbar sind.
BUFLER selbst gesteht ein, dass seine Lösungen für identische Materialien auf der Theorie von
FÖPPL basieren, sein wesentlicher Beitrag bestehe in der Erweiterung für ungleiche Materialien,
wobei diese nur gültig sind für komplettes Haften und konstanten Schlupf, ebenfalls dürfen keine
Kräfte außer den Normalkräften auf die Walzen einwirken, da durch die Übertragung von zusätzli-
chen Querkräften der Kontaktdruck p an den Kontakträndern unendlich würde. Diese Lösungen für
Kontaktpartner mit ungleichen Materialparametern beschränkten sich auf reine Normalkraft- und
Momentenbelastungen. Der maximale Druck solle, durch den Einfluss der Kontaktschubspannun-
gen, beim Rollen größer sein als beim statischen Kontakt. Im Fall reinen Gleitens (zum Beispiel
durch ein sehr großes Antriebsmoment) geht die BUFLERsche Theorie bei gleichen Materialien
von einer HERTZschen Druckverteilung aus.
BUFLER erkennt, dass der Fall vollständigen Haftens theoretisch nur bei µ0 = ∞ möglich wäre.
An den Kontakträndern lässt er aber Gleiten zu, damit die Differenz zwischen Umfangsgeschwin-
digkeit und translatorischer Schwerpunktsgeschwindigkeit ausgeglichen werden kann. Am einlau-
fenden Rand haben Gleitgeschwindigkeiten und Kontaktschubspannungen die gleiche Richtung,
so dass der Ausgleich obiger Differenz nicht zwingend erfolgt. Betrachtet man seine allgemein
gültigen Formeln und geht dabei von identischen Materialeigenschaften der Kontaktpartner aus,
so erhält man für die Kontaktdruckverteilung eine reine HERTZsche Lösung und für die Kon-
taktschubspannungsverteilung eine solche, in der das Antriebs- beziehungsweise Bremsmoment
enthalten ist. Somit dürfen für den reinen Normalkontakt, analog zu HERTZ keine Kontaktschub-
spannungen auftreten.
An dieser Stelle sollen die maßgeblichen von BUFLER entwickelten Formeln angegeben werden.
Es soll sich aber auf den Fall vollständigen Haftens beschränkt werden, da dieser für Vergleichs-
lösungen im Rahmen dieser Arbeit erforderlich ist. Die Materialparameter werden von BUFLER in
Form der HilfsgrößenB und C berücksichtigt, die ebenfalls die unterschiedlichen Radien der kon-
taktierenden Körper beinhalten, ferner unterscheidet er zwischen ebenem Spannungs- und ebenem
Formänderungszustand:
ebener Spannungszustand ebener Verzerrungszustand
B =
pi
2
(
1
R1
+ 1
R2
)
E1E2
E1 + E2
B =
pi
2
(
1
R1
+ 1
R2
)
E1E2
E1 (1− ν22) + E2 (1− ν21)
C =
pi
2
E1 (1− ν2)− E2 (1− ν1)
E1 + E2
C =
pi
2
E1 (1− ν2 − 2ν22)− E2 (1− ν1 − 2ν21)
E1 (1− ν22) + E2 (1− ν21)
.
(A.33)
Auf der Grundlage dieser Werte gibt er für den Fall identischer Materialparameter für die Kontakt-
druckverteilung die Gleichung
p (x) =
√
B2p
pi
√
1− x2 (A.34)
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an, welche exakt der HERTZschen Druckverteilung nach Abschnitt A.2.3 entspricht. Die Koordi-
nate x ist normiert, so dass sie mit ihren Grenzen −1 und 1 die Begrenzung des Kontaktgebietes
kennzeichnet. Es ist deutlich zu erkennen, dass der Term vor der Wurzel genau dem maximalen
Kontaktdruck p0,B entspricht, über die Hilfsgröße B ist wie beim HERTZschen Kontakt (Glei-
chung A.17) die Geometrie enthalten. Für den Kontaktschubspannungsverlauf wird zwischen sta-
tischem Kontakt und Rollkontakt unterschieden. Für den statischen Fall gilt
q (x) =
Q
pi
√
B
2p
1√
1− x2 , (A.35)
beim Rollen hingegen
q (x) =
Q
pi
√
B
2p
1− x
1 + x
. (A.36)
Es wird dabei vorausgesetzt, dass am einlaufenden Rand x = +1 die Kontaktschubspannungen
zu Null werden. Es ist deutlich zu erkennen, dass am auslaufend Rand x = −1 die Kontakt-
schubspannungen theoretisch einen unendlichen Wert annehmen, was real nicht möglich ist, die
Randbedingungen sind also nur dann erfüllbar, wenn keine Tangentialkraft Q wirkt.
Im Fall sich unterscheidender elastischer Konstanten der kontaktierenden Körper gibt BUFLER die
Lösung für Druckspannungsverteilung
p (x) =
BaB√
pi2 − C2
√
1− x2 cos
[
βB ln
(
1 + x
1− x
)]
(A.37)
und für die Kontaktschubspannungsverteilung
q (x) =
BaB√
pi2 − C2
√
1− x2 sin
[
βB ln
(
1 + x
1− x
)]
(A.38)
an, diese sind nur gültig bei reiner Normalkraftbelastung. In diesen beiden Gleichungen hat im Ge-
gensatz zu Gleichung A.34 auch die Querkontraktion der kontaktierenden Körper einen Einfluss,
dies ist charakteristisch beim Kontakt ungleicher Materialien. Für die halbe Breite der Kontaktzo-
ne aB gilt
aB =
√
2p
(1 + 4β2B)B
, (A.39)
die Konstante βB ist nach BUFLER aus
βB =
1
2pi
ln
( pi
C
+ 1
pi
C
− 1
)
(A.40)
zu berechnen. Auf die Herleitung soll an dieser Stelle verzichtet werden, es sei auf die Original-
schrift von BUFLER [BUFLER 1959] verwiesen. Der maximale Kontaktdruck entspricht exakt dem
Term vor der Wurzel in Gleichung A.37 und A.38 mit
p0,B =
BaB√
pi2 − C2 . (A.41)
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Es sei an dieser Stelle noch darauf hingewiesen, dass theoretisch die Spannungen nach den Glei-
chungen A.37 und A.38 in der Nähe der Kontaktränder x = ±1 unendlich oft ihr Vorzeichen
wechseln. Der oszillierende Spannungsverlauf beruht auf der Annahme konstanten Schlupfes und
der damit verbundenen Wechselwirkung zwischen p und q, dennoch gelten diese Gleichungen als
sehr gute Näherung, da die Oszillation erst in unmittelbarer Nähe der Kontaktzonenränder auftritt.
Im Nachfolgenden soll eine Auswertung der eingeführten Gleichungen hinsichtlich diskreter Aus-
gangswerte durchgeführt werden. Es werden die Parameter derart gewählt, wie sie bei Berechnun-
gen (mit p = 14280N/mm2) mit der Finite-Element-Methode in Abschnitt 5.3.2 zur Anwendung
kommen. Für den Kontakt eines Stahlrades mit einer Unterlage werden dabei die in Tafel A.1
zusammengestellten Werte gewählt:
Körper 1 Körper 2
Elastizitätsmodul E1 = 0, 7 · 105N/mm2 E2 = 2, 1 · 105N/mm2
Querdehnzahl ν1 = 0, 2 ν2 = 0, 3
Radius R1 =∞ R2 = 50mm
Tafel A.1: Materialparameter des Modells in Abschnitt 5.3.2
Die Hilfsgrößen nach Gleichung A.33 bestimmen sich unter der Annahme des ebenen Verzer-
rungszustandes somit zu
B =
pi
2
(
1
∞ +
1
50mm
)
0, 7 · 105N/mm2 ∗ 2, 1 · 105N/mm2
0, 7 · 105N/mm2 (1− 0, 32) + 2, 1 · 105N/mm2 (1− 0, 22) = 1740, 7
N
mm3
(A.42)
und
C =
pi
2
0, 7 · 105N/mm2 (1− 0, 3− 2 · 0, 32)− 2, 1 · 105N/mm2 (1− 0, 2− 2 · 0, 22)
0, 7 · 105N/mm2 (1− 0, 32) + 2, 1 · 105N/mm2 (1− 0, 22)
= −0, 6797. (A.43)
Die Konstante βB nimmt entsprechend Gleichung A.40 den Wert
βB =
1
2pi
ln
(
pi
−0,6797 + 1
pi
−0,6797 − 1
)
= −0, 0699 (A.44)
an, die halbe Breite der Kontaktzone nach Gleichung A.39 beträgt
aB =
√
2 · 14280N/mm2(
1 + 4 (−0, 0699)2) 1740, 7 N
mm3
= 4, 01mm (A.45)
und der maximale Kontaktdruck nach Gleichung A.41
p0,B =
1740, 7 N
mm3
· 4, 01mm√
pi2 − (−0, 6797)2
= 2275, 8
N
mm2
. (A.46)
Somit können für die in Tafel A.1 eingeführte Materialpaarung der Druck- und Kontaktschubspan-
nungsverlauf nach Gleichung A.37 und A.38 mit
p (x) = 2275, 8
N
mm2
√
1− x2 cos
[
−0, 0699 ln
(
1 + x
1− x
)]
(A.47)
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und
q (x) = 2275, 8
N
mm2
√
1− x2 sin
[
−0, 0699 ln
(
1 + x
1− x
)]
(A.48)
angegeben werden, wobei die maximale Kontaktschubspannung qmax = q (x = ±0, 831) =
0, 093p0,B = ±210, 2N/mm2 beträgt. Die Graphen sind in Abbildung A.15 dargestellt, sie gelten
in qualitativer Art auch für sämtliche anderen Materialpaarungen. Dabei ist zu beachten, dass die
Zahlenwerte nur unter der Annahme kompletten Haftens in der gesamten Kontaktzone gültig sind,
welche zwar, aufgrund der zuvor besprochenen theoretischen Ansätze, stark vereinfachend, aber
als erste Näherung für hohe Haftbeiwerte µ0 durchaus zulässig sind.
1,0
0,8
0,6
0,4
0,2
0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
0,0-0,2-0,4-0,6-0,8-1,0
Abbildung A.15: Druck- und Kontaktschubspannungsverteilung nach BUFLER [BUFLER 1959]
A.7 Das Phänomen des Sinuslaufs nach KLINGEL
Oberbaurat KLINGEL war vor mehr als einhundert Jahren der Erste, der mit wissenschaftlicher
Gründlichkeit den Sinus- oder Schräglauf von Schienenfahrzeugen untersuchte, da er „die Oszil-
lation“ der Wagen „um eine durch den Schwerpunkt gelegte Vertikalachse“ als „eine im höchsten
Grade unangenehme Bewegung“ empfand [KLINGEL 1883]. Der Sinuslauf beschreibt dabei das
Laufverhalten von Eisenbahnradsätzen mit konischem Radprofil. Ursache des Sinuslaufs ist die
konische Form des Radprofils (vgl. Abbildung 2.6). Vereinfacht man dieses Profils durch einen
Kegelstumpf und lässt diesen auf einer Ebene abrollen (vgl. Abbildung A.16), so wird dieser eine
Kreisbahn mit dem Radius R beschreiben. Überträgt man diese Überlegung auf einen Radsatz, der
außermittig auf dem Gleis steht, stellt man fest, dass die Rollradien in den Berührpunkten am Gleis
voneinander abweichen.
Somit wird sich, da die beiden Räder des Radsatzes starr miteinander verbunden sind, das Rad mit
dem größeren Rollradius „schneller“ nach vorn bewegen als das Rad mit dem kleineren Rollradius.
Dies hat zur Folge, dass ein zu weit rechts stehender Radsatz nach links lenkt und umgekehrt, da
der Rollradius im rechten Aufstandspunkt größer ist als im Aufstandspunkt des linken Rades.
Dies führt zu der in Abbildung 2.6 dargestellten Längsbewegung des Radsatzes in Form einer
Sinuskurve.
Betrachtet man diese kinematische Bewegung des Radsatzes und vernachlässigt dabei die Wir-
kung der Massenkräfte, so kann man feststellen, dass diese sinusförmige Schwingung eine von der
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R1
R2
a
R
Abbildung A.16: Abrollen eines Kegelstumpfes auf einer Ebene
Fahrgeschwindigkeit unabhängige Wellenlänge
L = 2pi
√
R0a
2 tan γ
(A.49)
besitzt, wobei R0 der Laufkreisradius bei zentraler Lage des Radsatzes auf dem Gleis und tan γ
die Kegelneigung des Radprofils ist.
Die Querverschiebung des Radsatzes bei einer solchen freien sinusförmigen Bewegung lautet dabei
∆y (x). Der Tangens des Schräglaufwinkels α101 ergibt sich aus der ersten Ableitung der Querver-
schiebung mit
tanα = ∆y′ (x) =
d∆y (x)
dx
. (A.50)
Die zweite Ableitung der Querverschiebung nach x
∆y′′ (x) =
d2∆y (x)
dx2
= R =
(R2 +R1)
(R2 −R1) ·
a
2
(A.51)
entspricht dem Kurvenradius R, mit dem sich der Radsatz an der Stelle x bewegt.
Es kann gezeigt werden, dass bei einer maximalen Querverschiebung eines realen Radsatzes nach
DIN 5573 gegenüber dem Gleis mit Schienen UIC60 von∆y (x) = 6mm unter Berücksichtigung
des veränderlichen Rollradius der maximale Schräglaufwinkel in der neutralen Position etwa 0, 25◦
beträgt [BERG 2000]. Da aber auch weitere äußere Einflüsse auf den Schräglauf auftreten können,
werden in Abschnitt 5.4.4 auch größere Schräglaufwinkel untersucht.
Im Allgemeinen führt aber der Radsatz keine ungestörte (sinusförmige) Bewegung durch, es sind
verschiedene Dämpfungseffekte zu verzeichnen. Beispielsweise wird durch die zwischen Rad und
Schiene auftretenden Bewegungswiderstände dem mechanischen System während der Sinusbewe-
gung ständig Energie entzogen, so dass die Amplitude der Bewegung beständig abnimmt, womit
erreicht werden kann, dass beispielsweise in der Kurve oder durch einen Fehler in der Gleislage
ein in außermittige Lage geratener Radsatz nach einigen sinusförmigen Schwingungen wieder wie
von selbst in die mittige Lage zurückkehrt. Ohne dass es zum Anlaufen des Spurkranzes kommen
muss, sorgt so der Sinuslauf sowohl auf der Geraden als auch in Kurven mit großen Radien für
eine Selbstzentrierung des Radsatzes auf dem Fahrweg. Ein besseres Laufverhalten und geringerer
Verschleiß als bei Radsätzen mit zylindrischen Radprofil sind die Folge.
101Als Geradeauslauf wird die Situation bezeichnet, wenn die Radachse imWinkel von 90◦ zur Schienenrichtung steht.
Eine Abweichung dieses Winkels von 90◦ wird als Schräglauf bezeichnet.
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B.1 Spezifizierung der Finite-Element-Matrizen
B.1.1 Zur Wahl von Ansatzfunktionen
Bei der Untersuchung von mechanischen Problemstellungen mit Hilfe der Methode der finiten Ele-
mente besteht, wie in Abschnitt 4.4 diskutiert, die Notwendigkeit, innerhalb der einzelnen finiten
Elemente Ansatzfunktionen für die zu approximierenden Feldgrößen zu wählen. Infolge der ge-
nerellen Anwendbarkeit hat sich das „isoparametrische“ Konzept durchgesetzt [BATHE 1990], bei
dem sowohl die Feldgrößen im Element als auch die Geometrie mit Hilfe der gleichen Ansatzfunk-
tionen interpoliert werden. Isoparametrische Ansätze können dabei sowohl für Transformationen
in der Referenz-
X =
n∑
I=1
HI (r, s, t)XI (B.1)
als auch der Momentankonfiguration
x =
n∑
I=1
HI (r, s, t)xI (B.2)
angewendet werden. Dabei wird für die Knotenpunktkoordinaten neben dem globalen auch ein
elementbezogenes natürliches Koordinatensystem benutzt. Beide sind miteinander durch Trans-
formationsfunktionen verknüpft.
Dazu eignen sich im Besonderen ganze rationale Funktionen und zwar in einem unabhängigen Sy-
stem von Raumkoordinaten. Sie werden zweckmäßigerweise, wie in Abbildung B.1 dargestellt, auf
einem Referenzelement B definiert, um beliebige Elementgeometrien damit abbilden zu können.
r
s
s
*
r
*
x1
x2
Abbildung B.1: 2D-Beispiel für die isoparametrische Abbildung auf die Referenzkonfiguration
(Abbildung nach [WRIGGERS 2001])
Die Art des Ansatzes ist dabei sowohl von der Form des (Referenz)-Elementes, als auch vom zu
untersuchenden Problem abhängig und muss ferner spezielle Stetigkeitsbedingungen erfüllen, um
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zum Beispiel die Kontinuität an den Übergängen zwischen den Elementen und insbesondere an den
Knoten gewährleisten zu können. Die Erfüllung dieser Stetigkeitsbedingungen ist nur dann mög-
lich, wenn sich der Funktionsverlauf diverser Feldgrößen innerhalb des Elementes durch Funkti-
onswerte und deren Ableitungen in den Knotenpunkten des speziellen Elementes ausdrücken lässt,
im günstigsten Fall durch die Knotenverschiebungen und ihnen verwandte Größen.
Mit Hilfe dieser Knotenvariablen stellt sich die Ansatzfunktion dann als Linearkombination von
Formfunktionen mit den Knotenvariablen als Koeffizienten dar. Es ist dabei wichtig, dass die glei-
chen Interpolationen für die Koordinaten und die Verschiebungen für jeden Zeitpunkt und für alle
Zeiten während der Bewegung zu verwenden sind und dieses Vorgehen ein konsistentes Verfahren
darstellt, da man die neuen Elementkoordinaten erhält, indem die Elementverschiebungen zu den
ursprünglichen Koordinaten addiert werden und für diesen Prozess auch dieselben Interpolations-
funktionen verwendet werden [BATHE 1990].
Die zu verwendenden Interpolationsfunktionen hängen dabei wesentlich von den jeweils betrach-
teten speziellen Elementen ab, die Verschiebungen der Elemente an gemeinsamen Rändern müssen
mit Hilfe eines entsprechenden Ansatzes übereinstimmen, was der Fall ist, wenn die Koordinaten
und Verschiebungen über die gemeinsamen Ränder durch gleiche Interpolationsfunktionen defi-
niert sind. Ferner wird an die Interpolationsfunktionen die Anforderung gestellt, Starrkörperbe-
wegungen des Elementes erfassen, konstante Verzerrungen im Elementinneren abbilden und die
Drehinvarianz, d.h. eine von der Lage des Elementkoordinatensystems unabhängige Elementstei-
figkeitsmatrix, gewährleisten zu können, was mittels Ansatzfunktionen mit vollständigen Polyno-
men möglich ist [MÖLLER 1995].
Im Rahmen dieser Arbeit werden dreidimensionale Problemstellungen untersucht, so dass dreidi-
mensionale finite Elemente in der Form von Tetraeder- oder Quaderelementen zu formulieren sind.
Allgemein gilt nach Gleichung 4.32 für die Verknüpfung des räumlichen Verschiebungsfeldes mit
den Element-Knotenverschiebungen
ϕ (χ, t) = Hϕˆ (χ, t) (B.3)
mit der Matrix H, deren Elemente die speziellen Form- oder Ansatzfunktionen sind, welche den
approximierten Verschiebungszustand repräsentieren, welcher sich einstellt, wenn eine Knotenver-
schiebung den Wert Eins annimmt und alle anderen Knotenverschiebungen Null gesetzt werden.
Die zugehörige Bedingung lautet
q∑
I=1
HI = 1 (B.4)
und gewährleistet die erforderliche Vollständigkeit der Ansätze.
Es existiert eine Vielzahl von Möglichkeiten für die Konstruktion von Ansatzfunktionen. An die-
ser Stelle soll das Konzept der LAGRANGE-Polynome verwendet werden (vgl. beispielsweise
[WRIGGERS 2001]), für welche im eindimensionalen Fall für den Grad n− 1
HI (r) =
n∏
J=1, J 6=I
(rJ − r)
(rJ − rI) (B.5)
gilt, womit sich Ansatzfunktionen HI (r) ergeben, die je nach Wahl der Polynomordnung unter-
schiedlich sind.
In Abbildung B.2 sind die Ansatzfunktionen bis zur quadratischen Polynomordnung zusammen-
gestellt, welche wie folgt formuliert werden können:
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• konstante Ansatzfunktion
H01 (r) = 1, (B.6)
• lineare Ansatzfunktion
H11 (r) =
1
2
(1− r) H12 (r) =
1
2
(1 + r) , (B.7)
• quadratische Ansatzfunktion
H21 (r) =
1
2
r (1− r) H23 (r) =
1
2
(
1− r2) H22 (r) = 12r (1 + r) . (B.8)
Die Ansatzfunktionen werden im natürlichen Element-Koordinatensystem beschrieben, wobei wie
hier im eindimensionalen Fall nur eine Koordinate und eine Verschiebungskomponente auftreten,
der obere Index kennzeichnet die Ansatzordnung.
r
r
r
r
r
r
-1 +1
-1 +1 -1 +1
-1 +1-1 +1 -1 +1
H01
H11 H
1
2
H21
H23
H22
Abbildung B.2: Definition eindimensionaler Ansatzfunktionen (Abbildung nach [BATHE 1990])
Für mehrdimensionale Ansätze, also auch für die hier benötigten dreidimensionalen Ansätze, muss
ein Produktansatz der Form
HI (r, s, t) = HI (r)HI (s)HI (t) (B.9)
verwendet werden, der in dem natürlichen Koordinatensystem r = {r, s, t} zu definieren ist und
demnach noch eine Transformation auf die (realen) lokalen oder globalen Koordinaten Xi bezie-
hungsweise xi erfordert.
Bei Tetraederelementen (vgl. Abbildung B.3) gestaltet sich das Auffinden der Formfunktionen be-
ziehungsweise Ansatzfunktionen relativ einfach. Da hier ein linearer Ansatz verwendet werden
soll, besitzt das Tetraederelement vier Knoten, deren Lage im natürlichen Elementkoordinatensy-
stem r = {r, s, t} mit
H1 = 1− r − s− t, H2 = r, H3 = s, H4 = t (B.10)
angegeben werden kann. Die Bedingung nach Gleichung B.4 bezüglich der Vollständigkeit der An-
sätze ist erfüllt. Ferner ist leicht zu erkennen, dass die partiellen Ableitungen der Ansatzfunktionen
nach r, s und t konstant sind, so dass kinematische Größen, wie beispielsweise die Verzerrungen im
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1
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Abbildung B.3: Isoparametrisches Tetraederelement
Element, konstant sind. Es sei aber angemerkt, dass dieses einfache Element nicht zwingend her-
vorragende Approximationseigenschaften besitzt und daher die Anwendung von Ansatzfunktionen
höherer Polynomordnung möglicherweise empfehlenswert wäre. Der Vektor der Formfunktionen
für die Approximation des räumlichen Verschiebungsfeldes nach Gleichung B.3 ist dann mit
H
T
= [H1, H2, H3, H4] (B.11)
gegeben. Die Aufstellung der „eigentlichen“ Finite-Element-Matrizen (vgl. Anhang 4.4) erfor-
dert eine JACOBI-Transformation (vgl. Anhang B.1.2). Ferner müssen sich alle Integrationen, das
entsprechende numerische Vorgehen soll in Abschnitt B.2 näher beleuchtet werden, über die natür-
lichen Koordinaten erstrecken. Entsprechend Abbildung B.3 erstreckt sich somit die r-Integration
von 0 bis 1, die s-Integration von 0 bis 1− r und die t-Integration von 0 bis 1− r − s.
Die Herleitung für das Quaderelement, das hier (vgl. Abbildung B.4) in seiner einfachsten Form
mit acht Knoten verwendet werden soll, ist etwas umfangreicher. Wie bereits mit Gleichung B.9
postuliert, ist ein Produktansatz erforderlich, welcher mit einer linearen Interpolation nach Glei-
chung B.1 zu
HI (r, s, t) = HI (r)HI (s)HI (t) (B.12)
r
s
t
1
23
4
6
7
8 5
2
2
2
Abbildung B.4: Isoparametrisches 8-Knoten-Quaderelement
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führt, wobei rI , sI und tI die in Bild B.4 eingeführten Eckkoordinaten
r1 = (1, 1, 1) r2 = (−1, 1, 1) r3 = (−1, −1, 1) r4 = (1, −1, 1)
r5 = (1, 1, −1) r6 = (−1, 1, −1) r7 = (−1, −1, −1) r8 = (1, −1, −1) (B.13)
des jeweiligen Knotens des Referenzelementes im Elementkoordinatensystem r = r (r, s, t) sind.
Werden alle diese möglichen Kombinationen der Werte −1 und 1 in den Produktansatz
HI (r, s, t) =
1
2
(1 + rIr)
1
2
(1 + sIs)
1
2
(1 + tIt) (B.14)
mit der linearen Interpolation nach Gleichung B.12 eingesetzt, so erhält man den Vektor der Form-
funktionen für ein Quaderelement bei einem linearen Ansatz zu
H =

H1
H2
H3
H4
H5
H6
H7
H8

=

1
8
(1 + r) (1 + s) (1 + t)
1
8
(1− r) (1 + s) (1 + t)
1
8
(1− r) (1− s) (1 + t)
1
8
(1 + r) (1− s) (1 + t)
1
8
(1 + r) (1 + s) (1− t)
1
8
(1− r) (1 + s) (1− t)
1
8
(1− r) (1− s) (1− t)
1
8
(1 + r) (1− s) (1− t)

. (B.15)
Sie gelten, wie beim 4-Knoten-Tetraederelement, im Koordinatensystem der natürlichen Element-
koordinaten. Für die Berechnung der „eigentlichen“ Finite-Element-Matrizen ist zusätzlich wie-
derum eine JACOBI-Transformation erforderlich.
Die Matrix der Formfunktionen H, wie sie nach Gleichung B.3 zur Verknüpfung des räumlichen
Verschiebungsfeldes mit dem Knotenverschiebungsvektor verwendet wird, lässt sich dabei in Ab-
hängigkeit von der Knotenanzahl I mit
H =
H1 0 0 H2 0 0 HI 0 00 H1 0 0 H2 0 . . . 0 HI 0
0 0 H1 0 0 H2 0 0 HI
 (B.16)
darstellen.
B.1.2 Finite-Element-Matrizen im globalen Koordinatensystem – JACOBI-Transformation
Der Grundgedanke bei der Formulierung von isoparametrischen finiten Elementen ist, wie bereits
erwähnt, die Verbindung der Elementverschiebungen in einem beliebigen Punkt mit den Element-
Knotenpunktverschiebungen durch Form- oder Interpolationsfunktionen. Bisher sind diese Ele-
mentmatrizen in Bezug auf die natürlichen Elementfreiheitsgrade berechnet worden, bei der Aus-
wertung wurden die natürlichen Elementkoordinaten r, s, t verwendet. Im Allgemeinen sind die
Finite-Element-Matrizen nach Abschnitt 4.4 aber im globalen Koordinatensystem unter der Ver-
wendung von globalen Verschiebungskomponenten zu ermitteln, wenn die Anzahl der natürlichen
und der globalen Variablen identisch ist [BATHE 1990].
Es ist also eine Transformation der Element-Matrizen in das globale Koordinatensystem erforder-
lich, da besonders beispielsweise für die Ermittlung der Steifigkeitsmatrix eines Elementes nach
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Gleichung 4.51, für welche zunächst die Verzerrungs-Verschiebungs-Transformationsmatrix nach
Gleichung 4.39 und 4.46 zu ermitteln ist, die im Element vorherrschenden Verzerrungen zu bestim-
men sind. Diese erhält man aus den Ableitungen der Element-Verschiebungen nach den lokalen
(realen) Koordinaten x = (x1, x2, x3) = (x, y, z). Bei isoparametrischen Elementen werden
die Elementverschiebungen in gleicher Weise wie die Geometrie interpoliert, somit gilt analog zu
Gleichung B.2
u =
q∑
I=1
HIuI ; v =
q∑
I=1
HIvI ; w =
q∑
I=1
HIwI (B.17)
für die Verschiebungen und
x1 = x =
q∑
I=1
HIxI ; x
2 = y =
q∑
I=1
HIyI ; x
3 = z =
q∑
I=1
HIzI (B.18)
für die Koordinaten in lokalen Koordinaten. Wie zu erkennen ist, sind allerdings die Formfunktio-
nen HI , die jeweils die Werte in einem beliebigen Punkt des Elementes mit denen an den Knoten
des Elementes verknüpfen, nach Gleichung B.12 und B.15 in den natürlichen Elementkoordinaten
r, s, t definiert, so dass für die Koordinaten des lokalen Koordinatensystems in Gleichung B.18
eigentlich
x = f1 (r, s, t) y = f2 (r, s, t) z = f3 (r, s, t) (B.19)
gilt und somit die Ableitungen nach x, y und z mit den Ableitungen nach r, s und t verknüpft
werden müssen, so beispielsweise
∂
∂x
=
∂
∂r
∂r
∂x
+
∂
∂s
∂s
∂x
+
∂
∂t
∂t
∂x
. (B.20)
Dafür müssten dann aber die Ableitungen von r, s und t nach (zum Beispiel) x bekannt sein,
welche sich allerdings nur ermitteln lassen, wenn man die zu Gleichung B.19 inversen Funktionen,
beispielsweise
r = f4 (x, y, z) , (B.21)
aufstellt, was sich meist als zu schwierig erweist. Es ist daher sinnvoll, die Kettenregel zur Bestim-
mung der Ableitungen nach den natürlichen Koordinaten

∂
∂r
∂
∂s
∂
∂t
 =

∂x
∂r
∂y
∂r
∂z
∂r
∂x
∂s
∂y
∂s
∂z
∂s
∂x
∂t
∂y
∂t
∂z
∂t


∂
∂x
∂
∂y
∂
∂z
 =

q∑
I=1
∂HI
∂r
xI
q∑
I=1
∂HI
∂r
yI
q∑
I=1
∂HI
∂r
zI
q∑
I=1
∂HI
∂s
xI
q∑
I=1
∂HI
∂s
yI
q∑
I=1
∂HI
∂s
zI
q∑
I=1
∂HI
∂t
xI
q∑
I=1
∂HI
∂t
yI
q∑
I=1
∂HI
∂t
zI


∂
∂x
∂
∂y
∂
∂z

(B.22)
anzuwenden, in Matrizenschreibweise kann dies mit
∂
∂r
= J
∂
∂x
(B.23)
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geschrieben werden. J ist dabei der JACOBIsche Operator, welcher die Ableitungen nach
den natürlichen mit den Ableitungen nach den lokalen Koordinaten verknüpft. Die Beziehun-
gen ergeben sich durch das Einsetzen der Approximation der lokalen Koordinaten nach Glei-
chung B.15 und Bilden der entsprechenden Ableitungen. Die JACOBI-Matrix gibt demnach das
Streckungs- und Richtungsverhältnis zwischen den beiden Koordinatensystemen wieder, eine Um-
kehrung/Inversion des Problems ist mit
∂
∂x
= J−1
∂
∂r
(B.24)
möglich, sofern die Inverse von J existiert. Dies ist der Fall, wenn nach B.19 und B.21 die Zuord-
nung zwischen lokalen und natürlichen Koordinaten eindeutig ist. Bei Elementen, die nicht stark
verzerrt sind oder sich nicht selbst überdecken, ist dies gewährleistet.
Die Finite-Element-Matrizen sind bisher nun aber in Bezug auf das lokale Element-Gleichungs-
system bestimmt worden, da lokale Koordinaten und lokale Element-Freiheitsgrade (Knotenver-
schiebungen) verwendet wurden. Ist die Zahl der globalen Variablen aber gleich der Zahl der na-
türlichen Koordinaten, so müssen in den zuvor angegebenen Beziehungen lediglich die lokalen
Koordinaten durch globale und die lokalen Verschiebungskomponenten durch die jeweiligen glo-
balen zu ersetzen, was in dem hier vorliegenden Fall möglich ist. Ist die Ordnung des globalen
Koordinatensystems aber höher als die des natürlichen Element-Koordinatensystems, sollten die
Finite-Element-Matrizen zuerst im lokalen Koordinatensystem ermittelt und anschließend auf das
globale Koordinatensystem transformiert werden.
In Gleichung 4.43 war für die Ableitungen nach den globalen Koordinaten die Abkürzung H, χ
eingeführt worden. Die Komponenten lassen sich durch die Projektion der Ableitungen bezüglich
der natürlichen Koordinaten bestimmen. Es erfolgt eine Ableitung der Formfunktionen HI mit
Hilfe der Inversen der JACOBI-Matrix J−1 und somit eine Umkehrung von Gleichung B.22. Für
die Ableitungen der Formfunktionen
∂HI
∂r
sei im Folgenden die Abkürzung PI, r eingeführt. So
ergibt sich für das Tetraederelement die Formulierung
PI, r =

P1, r
P2, r
P3, r
P4, r
 =

−1
1
0
0
 PI, s =

−1
0
1
0
 PI, t =

−1
0
0
1
 . (B.25)
Analog kann die Formulierung für die Quaderelemente durch Ableitung der in Gleichung B.15
eingeführten Formfunktionen angegeben werden mit
PI, r =

P1, r
P2, r
P3, r
P4, r
P5, r
P6, r
P7, r
P8, r

=

1
8
(1 + s) (1 + t)
−1
8
(1 + s) (1 + t)
−1
8
(1− s) (1 + t)
1
8
(1− s) (1 + t)
1
8
(1 + s) (1− t)
−1
8
(1 + s) (1− t)
−1
8
(1− s) (1− t)
1
8
(1− s) (1− t)

und PI, s =

1
8
(1 + r) (1 + t)
1
8
(1− r) (1 + t)
−1
8
(1− r) (1 + t)
−1
8
(1 + r) (1 + t)
1
8
(1 + r) (1− t)
1
8
(1− r) (1− t)
−1
8
(1− r) (1− t)
−1
8
(1 + r) (1− t)

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sowie
PI, t =

1
8
(1 + r) (1 + s)
1
8
(1− r) (1 + s)
1
8
(1− r) (1− s)
1
8
(1 + r) (1− s)
−1
8
(1 + r) (1 + s)
−1
8
(1− r) (1 + s)
−1
8
(1− r) (1− s)
−1
8
(1 + r) (1− s)

. (B.26)
Damit lässt sich nach Gleichung B.22 die JACOBI-Matrix J selbst bestimmen, die Berechnung
der JACOBI-Determinate J = detJ erfolgt nach den bekannten Rechenregeln für Determinanten.
Wenn diese Determinante J 6= 0 ist, lässt sich auch die zugehörige Inverse J−1, wie sie in Glei-
chung B.24 benötigt wird, problemlos durch Bildung der entsprechenden Unterdeterminanten be-
stimmen und es kann die Matrix der Ableitungen der Formfunktionen nach den globalen Koordina-
ten H,χ (Gleichung 4.43) angegeben und darauf aufbauend auch die Verzerrungs-Verschiebungs-
Matrix B (Gleichung 4.40) und die Elementsteifigkeitsmatrix K(i) (Gleichung 4.51) berechnet
werden.
Es ist allerdings darauf zu achten, dass die Ermittlung der (lokalen) Elementsteifigkeitsmatrix so-
wohl für den linearen Anteil (Gleichung 4.46), der mit den GREENschen Verzerrungen verknüpft
ist, als auch den nicht-linearen Anteil (Gleichung 4.47), welcher der Anfangsspannungsmatrix ent-
spricht, eine Integration über das Volumen des betrachteten Elementes erforderlich macht, im Fall
der hier angewendeten ALE-Betrachtungsweise über das Volumen in der starrkörperbewegten Re-
ferenzkonfiguration. Allerdings sollte, da die Auswertung der Elementmatrizen wie der Formfunk-
tionen und deren Ableitungen im Parameterraum des Referenzelementes B (vgl. Abbildung B.1)
erfolgt, die Integration in ebendiesem Raum der Einheitskoordinaten r, s und t durchgeführt wer-
den. Das differentielle Volumen eines beliebigen Elementes lässt sich mit
dV = detJ dr ds dt (B.27)
angeben, die entsprechende Herleitung ist in der gängigen Literatur, beispielsweise bei SILBER
[SILBER & STEINWENDER 2005] zu finden.
Es erfolgt also mit Hilfe der JACOBI-Determinante eine Projektion in den Parameterraum der na-
türlichen Koordinaten, die Integration einer beliebigen Funktion über das (lokale) Volumen des
Elementes nimmt somit die Form∫
B
f (x) dV =
∫
B
f (r, s, t) detJ (r, s, t) d =
+1∫
−1
+1∫
−1
+1∫
−1
f (r, s, t) detJ dr ds dt (B.28)
an. Die Determinante J = detJ kann also als eine Art Skalierungsfaktor zwischen den Volumina
in natürlichen und lokalen beziehungsweise globalen Koordinaten angesehen werden. Die expli-
zite Auswertung des Volumenintegrals nach Gleichung B.28 ist im Allgemeinen, und besonders
dann, wenn anstelle der linearen Ansatzfunktionen Ansätze höherer Polynomordnung verwendet
werden oder die Elemente stark verzerrt sind, nicht effektiv. Es muss der Weg der numerischen In-
tegration sowohl für die Volumenelemente der Gesamtstruktur als auch für die die Kontaktsituation
beschreibenden Flächenelemente beschritten werden. Auf die Besonderheiten und grundlegenden
Rechenregeln der numerischen Integration soll nachfolgend in Abschnitt B.2 eingegangen werden.
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B.1.3 Anmerkungen zur Ableitung von Ansatzfunktionen
Wie bereits in Abschnitt B.1.2 erwähnt, werden von den Ansatzfunktionen selbst oft auch ihre zu-
gehörigen Ableitungen benötigt, da bei der Anwendung der Finite-Element-Methode meist nicht
nur die Approximation des Verschiebungsfeldes selbst erfolgt, sondern auch die Auswertung di-
verser Operationen bezüglich der Bewegung erforderlich ist. Wie in Gleichung 4.42 dargestellt,
wirken sich, aufgrund der Eigenschaft der Finite-Element-Methode auf der Extraktion des Ver-
schiebungsfeldes zu basieren, diese Operationen nicht nur auf das Verschiebungsfeld, sondern auch
auf die Formfunktionen aus.
Dies gilt für Ableitungen beliebiger Ordnung genau so wie für die Gradientenbildung etc. Diese
Ableitungen allerdings erfolgen nach den Koordinaten der Ausgangs- beziehungsweise Referenz-
konfiguration, es muss also beachtet werden, dass nach einer Ableitung der Formfunktionen nach
ihren natürlichen Koordinaten (siehe Gleichung B.25 beziehungsweise B.26) noch die Projektion
derselben nach den Koordinaten der jeweiligen Referenzkonfiguration zu erfolgen hat, dies ge-
schieht, wie bereits angedeutet, mittels der Formulierung
OxHI =

HI, x
HI, y
HI, z
 = J−T

PI, r
PI, s
PI, t
 (B.29)
mit PI, r, PI, s und PI, t nach Gleichung B.25 beziehungsweise B.26. Die Berechnung der Kompo-
nenten der JACOBI-Matrix J erfolgt wie in Abschnitt B.1.2 ausführlich dargestellt. Damit stehen
alle in Abschnitt 4.4 zur Aufstellung eines Finite-Element-Gleichungssystems benötigten Matrizen
zur Verfügung. In Abschnitt B.2 soll auf Details der numerischen Integration eingegangen werden.
B.2 Numerische Integration
Es muss zur Bestimmung der Elementsteifigkeitsmatrizen und der äquivalenten Knotenkräfte der
rechten Seite eine Integration über das betrachtete Volumen oder die betrachtete Fläche erfolgen.
Da die geschlossene, explizite Auswertung dieser Flächen- und Volumenintegrale besonders bei
Ansätzen mit höherer Polynomordnung oder verzerrten Elementen sehr aufwändig ist, muss der
Weg der numerischen Integration beschritten werden. Die dabei, hier im dreidimensionalen Fall,
auszuwertenden Integrale (siehe auch Gleichung B.28) der Form∫
f (r, s, t) dr ds dt (B.30)
können dabei dann numerisch mittels∫
f (r, s, t) dr ds dt =
∑
i, j, k
αijkf (ri, sj, tk) + rn (B.31)
ausgewertet werden, wobei sich die Summation über alle i, j und k erstrecken muss, die αijk
sind dabei die Wichtungsfaktoren sowie f (ri, sj, tk) die Werte der Matrizen f (r, s, t) an den
auszuwertenden Punkten. Die Residuum-Matrizen rn, welche die Abweichungen von der exakten
Lösung bilden, können meist vernachlässigt werden.
Es existieren in der Literatur, wie beispielsweise bei BATHE [BATHE 1990] umfassend darge-
stellt, zahlreiche Verfahren der numerischen Integration. Sie unterscheiden sich in der Anzahl und
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der Größe der Wichtungsfaktoren und damit der Integrationsgenauigkeit. Weit verbreitet ist die
GAUSSsche Integration, die im Gegensatz zu anderen üblichen Verfahren nicht mit äquidistanten
Stützweiten arbeitet und damit in der Lage ist, durch die Optimierung der Lage der Stützpunkte die
Genauigkeit zu verbessern, wenn die Anzahl der Stützpunkte beziehungsweise Stützstellen gleich
bleibt.
Der Grundgedanke der GAUSSchen Integration, hier am Beispiel der eindimensionalen Integration
gezeigt, ist die Substitution der Integration durch eine Summation über unterschiedliche Stützstel-
len mit verschiedenen Wichtungsfaktoren
b∫
a
f (r) dr = α1f (r1) + α2f (r2) + · · ·+ αnf (rn) , (B.32)
wobei sowohl die Wichtungsfaktoren α1, . . . , αn als auch die Stellen der Stützpunkte r1, . . . , rn
Variablen sind. Für die Ermittlung der Stützstellen und der Wichtungsfaktoren existieren bezüg-
lich der GAUSSschen Quadraturformel B.32 mehrere Möglichkeiten. Die Wichtungen innerhalb
einer Quadraturformel werden in der Regel so gewählt, dass ihre Summe gleich der Länge des
Integrationsintervalls ist. Auf diese Verfahren soll hier im Einzelnen nicht eingegangen werden,
es sei lediglich angemerkt, dass zur Bestimmung der Stützstellen und Wichtungsfaktoren spezielle
Polynome nach ihren Koeffizienten aufgelöst werden (vgl. beispielsweise [BATHE 1990]). Ge-
bräuchlich ist die Verwendung von LEGENDRE102schen Polynomen, weshalb dieses numerische
Integrationsverfahren auch als GAUSS-LEGENDRE-Verfahren bezeichnet wird.
Es entspricht der Charakteristik der GAUSS-LEGENDRE-Integration, dass für den dreidimensiona-
len Fall lediglich die für den eindimensionalen Fall gültige Gleichung B.32 auf jede der drei Inte-
grationsrichtungen anzuwenden ist. Damit lassen sich die in Gleichung B.31 eingeführten Wich-
tungsfaktoren für den dreidimensionalen Fall aus denen für die eindimensionale Integration
αijk = αiαjαk (B.33)
ermitteln, womit das Integral der dreifachen Integration die Form
+1∫
−1
+1∫
−1
+1∫
−1
f (r, s, t) dr ds dt =
∑
i, j, k
αiαjαkf (ri, sj, tk) (B.34)
annimmt. Damit ist zunächst nur die Berechnung von Elementen möglich, deren Integrationsva-
riablen von−1 bis+1 laufen, dies aber für jede Komponente der Steifigkeitsmatrizen und Knoten-
kraftvektoren, wobei zuerst das jeweils innerste Integral ausgewertet wird und die übrigen Varia-
blen konstant gehalten werden. Aber auch für dreieckige Integrationsbereiche ist die Auswertung
nach einigen Umformungen möglich und in der Literatur mittlerweile als Standardverfahren ein-
geführt.
Bei der praktischen Anwendung der GAUSSchen Integration hängt die zu wählende Anzahl der
Stützstellen von der Ordnung der zu integrierenden Funktion ab. Im Rahmen dieser Arbeit wer-
den, wie in Abschnitt B.1 beschrieben, vorwiegend 4-Knoten-Tetraederelemente und 8-Knoten-
Quaderelemente beziehungsweise korrespondierend für die Kontaktflächen Dreiecks- beziehungs-
weise Rechtecksegmente benutzt, so dass für diese die entsprechenden Stützstellen undWichtungs-
faktoren bereitzustellen sind. Bei dem finiten Quaderelement sind zwei Stützstellen pro Raumrich-
tung ausreichend, um das Elementvolumen exakt integrieren zu können.
102ADRIEN MARIE LEGENDRE (1752-1833); Professor in Paris. Er gilt als der Begründer der Zahlentheorie und der
Geodäsie. LEGENDRE veröffentlichte bedeutende Arbeiten über elliptische Geometrie, in der Variationstheorie und
der theoretischen Astronomie.
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Die Lage der Stützstellen lässt sich im lokalen beziehungsweise globalen Koordinatensystem mit
Hilfe der Formfunktionen
xIP =
∑
I
HI (rIP, sIP, tIP)xI etc. (B.35)
bestimmen, mit welchen an diesen Punkten der aktuelle Verformungszustand festgestellt werden
kann. Der Ort der Stützstellen in den natürlichen Koordinaten r, s und t ist dabei ebenso von der
Integrationsordnung abhängig. Sie lassen sich aus entsprechenden Tabellenwerken (zum Beispiel
[BATHE 1990, WRIGGERS 2001] u. a.) ablesen.
Für die Kontaktsegmente ist wie bei gewöhnlichen zweidimensionalen Elementen eine Integration
über die Fläche erforderlich. Im Rahmen dieser Arbeit wird für die Integration des Dreiecks die In-
tegrationsordnung 1 und somit lediglich eine Stützstelle mit der Wichtung α = 1, 0 verwendet, für
das Rechteck die Integrationsordnung 2×2mit vier Integrationspunkten mit jeweils der Wichtung
αi = 1, 0 (vgl. Abbildung B.5). Zusätzlich muss die Fläche des Elementes selbst angegeben wer-
den, sie ist aufgrund der Verwendung der natürlichen Koordinaten einheitenlos und nimmt somit
für das Rechteck den Wert 4 an, die Fläche eines Dreiecks ist 0, 5. Es handelt sich bei den hier an-
gegebenen Wichtungsfaktoren bereits um die ProdukteWIP = αiαj , die direkt in die Berechnung
des Flächenintegrals
+1∫
−1
+1∫
−1
f (r, s) dr ds =
∑
i, j
αiαjf (ri, sj) =
∑
i, j
WIPf (ri, sj) (B.36)
eingesetzt werden können, die reale Fläche wird über die JACOBI-Determinante analog zum Volu-
men in Gleichung B.27 eingebunden.
r
s
Integrations-
ordnung
Anzahl
Punkte Punkt
Koordinate
r sIP IP
Wichtung
W
IP
Lage
3 4 1
2
3
4
-1/ 3
+1/ 3
-1/ 3
+1/ 3
-1/ 3
-1/ 3
+1/ 3
+1/ 3
1,0
1,0
1,0
1,0
r
s
1 1 1 1/3 1/3 1,0
Abbildung B.5: Stützstellen und Wichtungsfaktoren bei zweidimensionaler Integration (Abbil-
dung nach [BATHE 1990])
Für die Volumenintegration der dreidimensionalen Quaderelemente kann, wie bereits angedeutet,
der trilineare Ansatz nach Gleichung B.34 verwendet werden. Es wird für die 8- beziehungsweise
20-Knoten-Quaderelemente eine 3× 3× 3-Integration benutzt, also mit drei Stützstellen pro Rich-
tung, die sich aus der Abbildung des eindimensionalen Falls mit den Koordinaten r = −a, 0, a und
der Wichtung αi = 59 ,
8
9
, 5
9
in den dreidimensionalen Raum ergeben. In Abbildung B.6 sind diese
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GAUSS-
Punkte
Koordinaten
, ,r s t
IP IP IP
Wichtung
W
IP
1 - 8
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200/729
200/729
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27
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8
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25
Abbildung B.6: Stützstellen und Wichtungsfaktoren bei dreidimensionaler Integration – Quader
Projektionen zusammenfassend dargestellt, im Programm erfolgt die Berechnung der Koordinaten
der Stützstellen beziehungsweise Integrationspunkte innerhalb einer entsprechenden Schleife.
Wie bereits erwähnt, besteht bei dreieckförmigen Flächen beziehungsweise Tetraedervolumen ein
Problem in der Tatsache, dass der Integrationsbereich nicht mehr durch die natürlichen Koordina-
ten −1 und +1 begrenzt werden kann, sondern eigentlich das Integral
1∫
0
1−r∫
0
1−r−s∫
0
f (r, s, t) dr ds dt (B.37)
auszuwerten ist, die Variablen selbst sind Teil der Integrationsgrenzen. Eine solche Auswertung
ist selbstverständlich möglich. In der Literatur finden sich diesbezüglich auch alternative Zugänge
(vgl. beispielsweise [WRIGGERS 2001] oder [ZIENKIEWICZ & TAYLOR 1995]), welche die Be-
rücksichtigung der veränderlichen Integrationsgrenzen umgehen und somit die Verwendung von
Gleichung B.34 ermöglichen. Es werden dabei ebenso feste Integrationspunkte mit dazugehöri-
gen Wichtungsfaktoren verwendet, wobei vermieden wird, mit den Koordinaten r, s und t selbst
zu arbeiten, sondern Dreiecks- beziehungsweise im Raum Tetraederkoordinaten benutzt werden.
Gleichung B.34 nimmt somit die Form∫ ∫
V
∫
f (r, s, t) dr ds dt = Vn
n∑
i=1
WIPf
(
ζ i1, ζ
i
2, ζ
i
3, ζ
i
4
)
(B.38)
an, wobei das Volumen Vn des Elementes im Raum der natürlichen (Einheits)-Koordinaten den
Wert 1
6
besitzt. ζ i1, ζ
i
2, ζ
i
3, ζ
i
4 sind dabei die Tetraederkoordinaten im Integrationspunkt i. Für
die Herleitung der Formulierung von Tetraederkoordinaten sei an dieser Stelle auf die entspre-
chende Literatur verwiesen (beispielsweise [ZIENKIEWICZ & TAYLOR 1995, FLAHERTY 2003,
FELIPPA 2003]).
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Es sei hier lediglich angemerkt, dass es mit Hilfe von Tetraederkoordinaten möglich ist, jeden in-
nerhalb des Tetraedervolumens liegenden Punkt durch die orthogonalen Abstände von den Seiten-
flächen und die entsprechenden Teilvolumina zu ermitteln, die Summe der Tetraederkoordinaten ζi
ist dabei stets Eins. In Abhängigkeit von der Integrationsordnung lässt sich somit eine bestimmte
Anzahl von Integrationspunkten mit ihren Koordinaten festlegen, bei der im Rahmen dieser Arbeit
verwendeten Integrationsordnung 2 werden die dann zu verwendenden vier Integrationspunkte mit
Hilfe der Tetraederkoordinaten
ζ1 =
5 + 3
√
5
20
= 0, 585410196, ζ2=
5−√5
20
= 0, 138196601,
ζ3 =
5−√5
20
= 0, 138196601, ζ4 =
5−√5
20
= 0, 138196601 (B.39)
festgelegt, womit die natürlichen Koordinaten der Integrationspunkte sowie deren Wichtung ange-
geben werden können und die Auswertung des Volumenintegrals analog zu Gleichung B.34 mit
+1∫
−1
+1∫
−1
+1∫
−1
f (r, s, t) dr ds dt =
1
6
∑
i, j, k
αiαjαkf (ri, sj, tk) (B.40)
erfolgt, wobei wegen des Volumens eines Tetraeders der Vorfaktor 1
6
zu berücksichtigen ist (vgl.
Abbildung B.7).
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Abbildung B.7: Stützstellen und Wichtungsfaktoren bei dreidimensionaler Integration – Tetraeder
In der programmtechnischen Umsetzung werden die Stützstellen sowie die entsprechenden Wich-
tungsfaktoren im r, s, t-Koordinatensystem mittels einer include-Datei global bereitgestellt
und innerhalb der Programmroutinen, innerhalb derer eine (numerische) Integration erforderlich
ist, so beispielsweise bei der Aufstellung der Steifigkeitsmatrizen, auf die globalen Festlegungen
zurückgegriffen. Somit kann, ohne einen Zugriff auf die Programmroutinen selbst vornehmen zu
müssen, die Anzahl der Integrationspunkte verändert werden, die Auswahl der Integrationsord-
nung erfolgt mit der Eingabedatei, welche für das jeweils zu untersuchende Problem ohnehin zur
Verfügung zu stellen ist.
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C Zusammenstellung weiterer Ergebnisse für den Kontakt von Rad und
Schiene
Zur Verifikation der in dieser Arbeit hergeleiteten Algorithmen und deren rechentechnischer Um-
setzung im Rahmen der Finite-Element-Methode wurden zahlreiche Beispiele sowohl zum stati-
schen Kontakt als auch zum stationären Rollkontakt durchgeführt. Zunächst wurde anhand des
statischen Kontakts einer stark idealisierten Rad-Schiene-Konstellation die allgemeine Funkti-
onsfähigkeit der implementierten Algorithmen im Vergleich zu bekannten analytischen Lösungen
nachgewiesen. Auch für den stationären Rollkontakt dieses idealisierten Modells konnte eine gute
Beschreibung der auftretenden Phänomene und damit eine sehr gute Abbildung des in der Kon-
taktfläche herrschenden Kontaktdruck- und Kontaktschubspannungszustandes erzielt werden.
Um das Kontaktverhaltens eines realen Rades auf einer elastischen Schiene zu untersuchen, wur-
den in Abschnitt 5.4 ein Rad mit Verschleißprofil nach DIN 5573 und eine Schiene UIC60 nach
DIN 5091 (vgl. Abbildung 2.7) gewählt und für diese eine Finite-Element-Diskretiserung durch-
geführt (vgl. Abbildung 5.24), wobei auf die detaillierte Abbildung der Kontaktzone besonderer
Wert gelegt werde (Abbildung 5.25).
Entsprechend der realen auftretenden Belastungen wurde das Rad-Schiene-System mit einer Rad-
last von Pz = 90 kN beaufschlagt, den Berechnungen wurde eine Fahrgeschwindigkeit von
VRef = 200 km/h zugrunde gelegt.
Mit dieser Finite-Element-Modellierung wurden Berechnungen für verschiedene Kontaktkonstel-
lationen durchgeführt, die in Abschnitt 5.4 nur für ausgewählte Beispiele dargestellt sind. Zur
besseren Übersichtlichkeit werden für die untersuchten Beispiele die Verteilungen von Kontakt-
druck p, Längsschub τx und Querschub τy hier vollständig zusammengestellt.
Anhang C.1 enthält die Darstellung der sich bei unterschiedlichem seitlichen Versatz des Rades
gegenüber der Schiene ergebenden Kontaktspannungsverteilungen in Ergänzung zu den in Ab-
schnitt 5.4.3 ausgewählten Kontaktsituationen. In Anhang C.2 ist die vollständige Darstellung der
Kontaktspannungsverteilungen bei Verdrehung des Radsatzes gegenüber der Schiene beim Schräg-
lauf zu finden (vgl. Abschnitt 5.4.4) und Anhang C.3 enthält die vollständigen Ergebnisse der
Kontaktspannungsberechnung für das untersuchte Modell mit unterschiedlichen Profilirregularitä-
ten (Abschnitt 5.4.5).
Für die Auswertung der Ergebnisse wird auf die entsprechenden Abschnitte imHauptteil der Arbeit
verwiesen, hier soll lediglich eine Darstellung der Kontaktspannungsverteilungen erfolgen.
212 C Zusammenstellung weiterer Ergebnisse für den Kontakt von Rad und Schiene
C.1 Ergebnisse bei Querverschiebung des Radsatzes gegenüber der Schiene
In Ergänzung der in Abschnitt 5.4.3 vorgestellten ausgewählten Ergebnisse erfolgt hier die voll-
ständige Darstellung des Kontaktdrucks und der Kontaktschubspannungen bei seitlichem Versatz
des Radsatzes gegenüber der Schiene von ∆y = −1mm, +1mm, +2mm, +3mm und +4mm.
C.1.1 Querverschiebung des Radsatzes um ∆y = −1mm
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Abbildung C.1: Kontaktspannungsverläufe einer Querverschiebung von ∆y = −1mm
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C.1.2 Querverschiebung des Radsatzes um ∆y = +1mm
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Abbildung C.2: Kontaktspannungsverläufe einer Querverschiebung von ∆y = +1mm
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C.1.3 Querverschiebung des Radsatzes um ∆y = +2mm
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Abbildung C.3: Kontaktspannungsverläufe einer Querverschiebung von ∆y = +2mm
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C.1.4 Querverschiebung des Radsatzes um ∆y = +3mm
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Abbildung C.4: Kontaktspannungsverläufe einer Querverschiebung von ∆y = +3mm
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C.1.5 Querverschiebung des Radsatzes um ∆y = +4mm
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Abbildung C.5: Kontaktspannungsverläufe einer Querverschiebung von ∆y = +4mm
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C.2 Ergebnisse bei Verdrehung des Radsatzes gegenüber der Schiene
In Abschnitt 5.4.4 wurde die bei der Verdrehung des Radsatzes gegenüber der Schiene auftreten-
de Veränderung der Kontaktdruckverteilung vorgestellt. Hier werden auch die Verteilungen der
Längs- und Querschubspannungen für unterschiedliche Schräglaufwinkel bei einer seitlichen Ver-
schiebung des Radsatzes von ∆y = +4mm angegeben.
C.2.1 Verdrehung des Radsatzes um −1, 5◦
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Abbildung C.6: Kontaktspannungsverläufe bei Verdrehung des Radsatzes um −1, 5◦
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C.2.2 Verdrehung des Radsatzes um −1, 0◦
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Abbildung C.7: Kontaktspannungsverläufe bei Verdrehung des Radsatzes um −1, 0◦
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C.2.3 Verdrehung des Radsatzes um −0, 5◦
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Abbildung C.8: Kontaktspannungsverläufe bei Verdrehung des Radsatzes um −0, 5◦
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C.2.4 Verdrehung des Radsatzes um 0, 5◦
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Abbildung C.9: Kontaktspannungsverläufe bei Verdrehung des Radsatzes um 0, 5◦
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C.2.5 Verdrehung des Radsatzes um 1, 0◦
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Abbildung C.10: Kontaktspannungsverläufe bei Verdrehung des Radsatzes um 1, 0◦
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C.2.6 Verdrehung des Radsatzes um 1, 5◦
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Abbildung C.11: Kontaktspannungsverläufe bei Verdrehung des Radsatzes um 1, 5◦
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C.3 Ergebnisse unter Einbeziehung von Profilirregularitäten
In Abschnitt 5.4.5 sind Kontaktdruckverteilungen und der VON MISES-Spannungszustand für Pro-
file mit verschiedenen Irregularitäten angeben. Diese Darstellung sei hier durch die zugehörigen
Längs- und Querschubspannungen ergänzt.
C.3.1 Schmale Verschleißspur
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Abbildung C.12: Kontaktspannungsverläufe bei einer schmalen Verschleißspur
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C.3.2 Breite Verschleißspur
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Abbildung C.13: Kontaktspannungsverläufe bei einer breiten Verschleißspur
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